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自 《 周 体 》《 九 章 》《 黑 经》 及 《原本 了》 问世 以 来 ,经 历数 十 
年 的 风霜 十 雪 , 几 何 学 形成 了 宏大 、 严 谨 的 逻辑 体系 , 支 条 繁 
多 :变幻 英 测 的 几何 大 千 世 界 , 占 据 着 数学 王国 的 半壁 河山 。 

在 几何 学 发 展 的 历史 长 河中 , 自 不 乏 洪涛 大 浪 , 激 流 险 
梁 ， 然 而 也 曾 泪 起 无 数 采 晶莹 的 浪花 , 像 颗 颗 明珠 ,闪烁 着 真 
理 的 光辉 ,把 几何 学 点 组 得 更 加 美妙 ,更 加 富 于 情趣 。 

由 于 种 种 原因 ,我们 “正规 的 ”几何 教学 没有 能 够 给 学 生 
接触 这 些 内 容 创 造 ,必要 的 机 会 ,致使 青少年 在 这 些 宝 责 的 数 
学 遗产 面前 ,显得 那样 贫乏 、 陌 生 , 更 无 法 汲取 这 些 几 何 明珠 
发 现 过 程 中 的 思维 经 验 和 难得 的 启示 。 

欣喜 的 是 我 们 有 远见 的 数学 家 和 数学 普及 工作 者 为 了 弥 
补 这 一 张 陷 ,为 青少年 和 数学 爱好 者 皖 写 了 大 批 趣味 数学 、 数 
学 游戏 和 普及 读物 ,涉及 到 有 关内 容 的 如 史 丹 因 这 斯 (波兰 ) 
的 《数学 万 花镜 》《100 个 数学 问题 》, 别 来 利 曼 ( 前 苏联 ) 的 
《趣味 几何 学 》、 德 里 (德国 ) 的 《100 个 著名 的 初等 数学 问题 》、 
高 项 攻 ( 中 国 ) 的 《 数 海 钓 沉 》、 考 克 塞 特 与 格雷 策 ( 美 国 ) 的 《 几 
何 学 的 新 探索 ) 及 矢 野 健太郎 ( 晶 本) 的 《几何 的 有 名 定理 》, 但 
这 些 书 籍 有 的 是 一 鳞 半 瓜 , 难 宇 全 鹏 ;有 的 仅 是 简略 介绍 , 缺 
乏 “ 数 学 味 ”; 有 的 则 是 用 复数 、 变 换 等 “统一 ”处 理 方法 , 既 失 
去 了 这 些 “ 明 珠 ? 发 现 的 历史 本 来 面目 ,又 难于 为 只 熟 态 "综合 
几何 ”方法 的 广大 青少年 所 接受 。 而 我 们 面前 的 这 本 《几何 明 
珠 ) 正 好 弥补 了 这 种 “不 足 ”, 它 注意 了 选材 的 丰富 、 人 全面; 叙述 
的 生动 和 深入 浅 出 ,又 不 失 数 学 的 严谨 性 ; 既 不 脱离 课本 ,又 
不 局 限于 课本 ; 既 开 阔 视 野 , 又 锻炼 思维 ; 既 可 作为 正 课 学 习 


的 参 着 书 , 从 中 汲取 对 “ 双 基 ?的 启迪 和 解 题 方法 ,又 提供 了 深 
入 探索 研究 的 题材 ,当然 ,如 果 本 书 若 能 注意 更 多 一 点 收集 我 
国 十 今 几 何方 面 发 现 的 珍品 ,将 会 更 加 全 面 、 丰 富 。 : 

本 书 著作 者 知识 渊博 ,思想 活跃 ,文笔 简 炼 清新 。 特 别 难 
能 可 下 的 是 他 运用 波 利 亚 倡 导 的 类 比 、 归 纳 、 推 广 . 检 验 革 一 
套 合 情 推理 的 方法 ,按照 几何 明珠 发 现 的 本 来 历史 过 程 在 现 
行 几何 课本 中 寻找 她 们 的 “近亲 ”, 然 后 再 “推广 ” 开 去 ,使 我 们 
在 阅读 时 总 有 似曾相识 的 感触 ,甚至 不 禁 要 问 自己 :为 什么 我 
在 学 到 这 里 时 没有 发 现 地 呢 ? 面 对 一 个 又 一 个 思路 别致 .风格 
过 异 的 证 明 , 我 们 自然 会 问 自己 :我 能 找 出 一 个 新 证 法 吗 ? Ja 
纳 、 类 比 、 实 验 、 观 察 、 推 广 .猜测 是 攻克 数学 难关 ,发 现 数学 真 
理 的 有 力 起 器。 几何 学 的 奥妙 及 所 研究 的 课题 是 无 穷 无 尽 的 ， 
我 们 几何 课本 中 许多 内 容 的 深 处 都 埋藏 着 瑞 焉 的 明珠 , 善 读 
者 、 乐 思 者 必 会 有 所 发 现 。 而 本 书 正好 为 我 们 提供 了 乐 思 善 读 
的 丰富 经 验 和 模仿 练习 的 众多 良机 。 

孔子 日 :学 而 时 习 之 ,其 乐 无 穷 。 祝 君 成 功 ! 
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。 在 几何 学 发 展 的 历史 长 河中 ,许多 经 久 不 训 的 几何 名 题 ， 
犹如 一 颗 颗 闪烁 的 明珠 ,璀璨 夺目 ,光彩 耀 人 ,推动 着 几何 学 
乃至 整个 数学 的 发 展 。 它 们 中 有 的 从 一 发 现 就 吸引 着 人 们 的 
关注 ,有 的 经 过 几 代 甚至 几 十 代数 学 家 的 努力 ,得 出 许多 耐 人 
寻味 、 发 人 深 省 的 结论 。 

本 书 集 之 厌 童 , 汇 其 精华 ,从 中 挑选 出 20 余 件 珍品 ,通过 
证 明 解 法 的 探求 ,得 出 许多 有 趣 的 引伸 和 推广 ,挖掘 出 它们 在 
解 题 中 的 各 种 巧妙 应 用 。 相 信 它 对 激发 读者 的 数学 兴趣 、 丰 富 
数学 素养 ,培养 数学 能 力 将 大 有 神 益 。 

在 编写 过 程 中 ,笔者 回避 了 复数 .向量 、 变 换 等 方法 和 技 
巧 ,这 样 处 理 虽 然 不 一 定 简捷 ,但 我 们 认为 似乎 更 符合 这 些 名 
题 产生 的 历史 事实 ,同时 也 为 中 学 生 ,特别 是 初中 学 生 阅 读本 
书 铺 平 了 道路 ,让 他 们 领略 到 这 些 数 学 精品 的 极 妨 意 境 。 

天 津 的 杨 之 老师 和 湖北 大 学 (中 学 数学 》 编 辑 部 的 汪 江 松 
主任 在 书稿 的 审理 过 程 中 ,提出 了 许多 宝贵 意见 , 令 本 书 增色 
不 少 。 湖 北 省 数学 特级 老师 江 志 和 谭 州 市 教研 室 郭 章 华 老师 
对 本 书 的 出 版 极为 关心 。 本 书 还 凝集 着 许多 师长 .同事 、 好 友 
的 真知 灼 见 和 情谊 ,在 此 一 并 表示 感谢 。 

因 水 平 有 限 , 雇 误 之 处 难免 , 匆 请 指正 。 


作 者 
1997 年 7 月 
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勾 股 定理 ”直角 三 角形 的 两 条 直角 边 的 平方 和 等 于 斜 边 
的 平方 . 

若 设 a.b\c 为 直角 三 角形 的 三 边 ,c 为 斜 边 , 则 

+=. 

我 国 古 代称 直角 三 角形 为 勾 股 形 , 并 旦 直角 边 中 较 小 者 
为 勾 , 另 一 直角 边 为 股 , 斜 边 为 弦 , 所 以 称 这 个 定理 为 勾 股 定 
理 , 也 有 人 称 商 高 定理 . 这 条 定理 不 仅 在 几何 学 中 是 一 颗 光 彩 
夺目 的 明珠 ,被 誉 为 “几何 学 的 基石 ”, 而 且 在 高 等 数学 和 其 他 
科学 领域 也 有 着 广泛 的 应 用 . 

勾 股 定理 从 被 发 现 至 今 已 有 5000 多 年 的 历史 ,5000 多 
年 来 ,世界 上 几 个 文明 古国 都 相继 发 现 和 研究 过 这 个 定理 . 古 
埃及 人 在 建筑 金字 塔 和 测量 尼罗河 泛滥 后 的 土地 时 ,就 应 用 
过 勾 股 定理 . 我 国 也 是 最 早 了 解 勾 股 定理 的 国家 之 一 ,在 
4000 多 年 前 ,我 国人 民 就 应 用 了 这 一 定理 . 据 我 国 一 部 古老 
的 算 书 《 周 佣 算 经 》 约 西汉 时 代 , 公 元 前 100 多 年 的 作品 ) 记 
载 , 商 高 ( 约 公 元 前 1120 年 ) 管 周公 日 :“ 勾 广 三 , 股 修 四 , 色 隅 
五 > 这 名 话 的 意思 就 是 :在 直角 三 角形 中 , 若 勾 长 为 3, 股 长 
为 4, 则 弦 长 为 5. 这 就 是 人 们 常 说 的 “ 勾 三 、 股 四 、 嘴 五 >, 这 当 
然 是 勾 股 定理 的 特殊 情形 . 但 这 本 书 中 同时 还 记载 有 另 一 位 
中 国学 者 陈 子 (公元 前 7 一 前 6 世纪 ) 与 荣 方 在 讨论 测量 问题 
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时 说 的 一 段 话 :“ 若 求 那 ( 斜 ) 至 日 者 ,以 日 下 为 色 , 日 高 为 股 ， 
勾 股 各 自 乘 , 并 而 开 方 除 之 ,得 邪 至 日 "(图 1-1). 
BI 32 H = VARE. 

H 这 里 给 出 的 是 任意 直角 三 角形 三 边 
间 的 关系 . 因此 ,也 有 人 主张 把 勾 股 定理 
称 为 “ 陈 子 定理 ”. 

2000 多 年 前 ,由 于 希腊 的 毕 达 哥 拉 

斯 (Pythagoras, 约 公 元 前 585 一 前 497 
O AD 学 派 也 发 现 了 这 条 定理 ,所 以 希腊 人 

图 1-1 把 它 叫 毕 达 哥 拉 斯 定理 . 相传 当时 的 毕 达 
哥 拉 斯 学 派发 现 , 若 mn 为 大 于 1 的 奇数 , 则 m A, 


MEI 便 是 一 个 可 构成 直角 三 角形 三 边 的 三 元 数组 . 果真 如 


此 ,可 见 这 个 学 派 当 时 是 通晓 勾 股 定理 的 . 但 这 一 学 派 内 部 有 
一 规定 ,就 是 把 一 切 发 明 都 归功 于 学 派 的 头领 ,而 且 常常 秘 而 
不 宣 . 据 传说 , 发 现 这 个 定理 的 时 候 , 他们 还 杀 了 100 3:24 BN 
谢 供奉 神灵 ,表示 庆贺 . 因此 ,这 个 定理 也 叫 " 百 牛 定理 ” 至 于 
毕 达 哥 拉 斯 学 派 是 否 证 明了 这 一 定理 ,数学 史 界 有 两 种 不 同 
的 观点 ,一 种 意见 认为 证 明 过 ,理由 如 前 所 述 . 另 一 种 意见 则 
认为 证 明 勾 股 定理 要 用 到 相似 形 理论 ,而 当时 毕 达 哥 拉 斯 学 
派 没 有 建立 完整 的 相似 理论 ,因此 他 们 没有 证 明 这 一 定理 . 

勾 股 定理 在 法 国 和 比利时 又 叫 “ 驴 桥 定理 ,这 自然 也 有 
它 的 来 历 . 

人 类 对 勾 股 定理 的 认识 经 历 了 一 个 从 特殊 到 一 般 的 过 
程 ,而 且 在 世界 上 很 多 地 区 的 现存 文献 中 都 有 记载 ,所 以 很 难 
区 分 这 个 定理 是 谁 最 先 发 现 的 , 国外 -- 般 认为 这 个 定理 是 毕 
达 哥 拉 斯 学 派 首先 发 现 的 ,因此 , 国外 称 它 为 毕 达 哥 拉 斯 定 
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理 . 历史 文献 确凿 地 证 明 , 商 高 知道 特殊 情况 下 的 勾 股 定理 比 
毕 达 哥 拉 斯 学 派 至 少 要 早 五 六 个 世纪 ,而 陈 子 掌握 普遍 性 的 
勾 股 定理 的 时 间 要 比 毕 达 哥 拉 斯 早 一 二 百年 ,是 我 们 的 祖先 
最 早 发 现 这 一 定理 的 ,这 就 是 我 们 把 它 称 为 “ 勾 股 定理 ”“ 商 
高 定理 ”或 “ 陈 子 定理 ”的 理由 . 


§ 1.2 定理 的 证 明 


几 千 年 来 ,人 们 给 出 了 多 股 定理 的 各 种 不 同 的 证 明 , 有 人 
统计 ,现在 世界 上 已 找到 它 的 证 明 方法 有 400 多 种 . 仅 1940 
年 ,由 和 鲁 米 斯 (E. S. Loomis) 搜集 整理 的 《 毕 达 哥 拉 斯 定理 》 一 
书 就 给 出 了 370 种 不 同 的 证 明 . 

我 们 的 祖先 对 色 股 定理 作 过 较 深入 的 研 

究 . 我 国 对 多 股 定理 的 最 早 证 明 , 载 于 《4 勾 股 

圆 方 图 注 》 E, 它 是 由 后 汉人 赵 爽 ( 字 君 卿 ， 

y AJ 3 世纪 ) 给 出 的 , 里 面 附 有 一 张 “ 弦 

图 ”( 图 1-2). 方法 是 “ 按 弦 图 , 又 可 以 色 股 

相 乘 为 朱 实 二 , 倍 之 为 朱 实 四 ,以 色 股 之 差 相 

， 乘 之 为 中 黄 实 ,加 差 实 , 亦 成 孩 实 . ”这 里 的 

图 1-2 “ 实 ” 指 面积 ,把 图 中 (人 A4BC 等) 四 个 直角 三 

角形 涂 上 朱 色 ,其 面积 叫做 “ 朱 实 ”中 间 的 正 

方形 (CDEF) 涂 上 黄色 ,其 面积 叫做 “中 黄 实 ”. 于 是 上 文 用 算 
式 表示 就 是 


ab = 2S aac» ( 色 股 相 乘 为 朱 实 二 ) 
2ab = 4S sanco» 《 倍 之 为 朱 实 四 ) 
(b 一 a)? = Sepgr, ( 勾 股 之 差 相 乘 之 为 中 黄 实 ) 


2ab + (b — qa)? = (= Sasu) s MÉX IRRIZ E) 
即 2 + > = e. 


这 种 证 明 方法 巧妙 而 又 简便 , 开 了 面积 出 入 相 补 证 法 的 
先河 ,至 今 还 被 采用 . 还 有 三 国 时 期 的 刘 徽 、 清 代 的 梅 文 鼎 、 李 
锐 、. 华 薪 芳 等 ,创造 了 许多 不 同 的 面积 证 法 ,下 面 将 他 们 研究 
的 图 形 录 绘 若干 幅 , 如 图 1-3， 从 中 我 们 可 领会 他 们 研究 的 神 妙 . 


图 1-3 

现存 勾 股 定理 最 早 的 证 明 出 自 欧 几 里 得 (Euclid, 约 公元 
前 330 ~ 前 275 年 ) 的 《几何 原本 》 命 题 47. 他 把 勾 股 定理 换 
成 了 另 一 种 形式 :“ 直 和 角 三 角形 斜 边 上 的 正方 形 面积 等 于 两 直 
角 边 上 的 正方 形 面 积 之 和 ”. 其 证 法 是 (如 图 1-4) 

先 证 AABD 2 和 FBC. 

(SEE BDLM = 2SAABD 

9 正方 形 4BFG 一 2SAFBc. 
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从 而 9 算 形 BDLM 一 一 正方 形 4BFG 3 

同 理 Sem = = HEACHK: 

上 述 两 式 相 加 即 得 

SEAWBCED = Serwa + 
人 天 方形 4CHK。 

但 上 述 证 法 不 是 最 简 的 ,最 简 的 证 
法 是 利用 相似 三 角形 的 理论 证 明 . 

如 图 1-5, 作 直角 三 角形 ABC RHA 
4B 上 的 高 CD, 则 人 4BCoA4CPDoc 


ACBD, 


有 a = qc, = pc 


= (q + p)c = c i B 


值得 一 提 的 是 在 多 达 400 多 种 的 “ 
证 法 之 中 , 居然 有 两 种 证 法 一 个 出 自 图 15 
美国 第 二 十 届 总 统 加 菲尔德 (Garfield ,1831 一 1881 年 ) Z+, 
另 -- 个 是 由 身 为 国王 的 印度 数学 家 跋 斯 迎 罗 给 出 . 

1876 年 4 月 ,加 旨 尔 德 在 波士顿 周刊 (新 英格兰 教育 杂 
志 》 上 发 表 了 勾 股 定理 的 一 个 别开生面 的 证 法 . 1881 年 他 当 
选 为 总 统 ,于 是 他 的 证 明 也 就 成 为 人 们 津津 乐 道 的 一 段 轶 事 
T. 

MEREERML tA Fals. P 
如 图 1-6, 在 直角 入 ABC HERI LESEN o 
f ABCE, 3t E fE ED | AC ZF D, WA 
AABC 2 A DCE. 

设 梯形 ABED 面积 为 5, 则 ph 一 Ne 


一 土 2 
= > (a + b) 


aB 


= 4ed + 22b + P), 
又 S = Š, + Š, + S 

_ 1. 1 1 

= ze 十 z% + z% 


= +€ + 2ab). 

两 式 比 较 即 得 2 + P = c. 

践 斯 迎 罗 的 证 明 也 很 奇妙 ; 

如 图 1-7(a) 是 由 四 个 直角 三 角形 和 一 个 正方 形 构 成 的 一 个 
边 长 为 c 的 大 正方 形 , 因 而 其 面积 为 ,中 间 的 小 正方 形 的 边 
长 是 6 一 a. 把 (a) 中 的 四 个 直角 三 角形 拼 成 两 个 长 方形 ,再 与 
小 正方 形 拼 在 一 起 ,得 到 图 (b) ,在 该 图 中 引 一 铅 垂 虚线 , 标 上 
各 边 的 长 ,适当 简化 后 恰好 成 为 图 (c) 所 示 的 由 边 长 分 别 为 
aa 的 两 个 正方 形 组 成 .因此 有 e = a + P, AEE. 


次 nB 
Z. LJ el’ 
(a) (b) (c) 


a 


图 1-7 
勾 股 定理 的 逆 命 题 成 立 , 而 且 应 用 C 


也 很 广泛 . 
勾 股 逆 定 理 ”在 AABC 中 , 若 , 
B 


AC 十 BC = 4B?, 则 ZC 为 直角 . D 
证 明 . 如 图 1-8, 过 C 作 4B 的 垂 图 1-8 
REEN D. 
6 


E RtAADC 与 RtACDB 中 ,由 色 股 定理 有 
AC: = CDP? + AD, BC: = CD: + BD, 
所 以 AC + BC = 2CD? + AD: + BD, 
已 知 AC 十 BC = AB, 
所 以 ABR = (AD + DBE = 2CD + AIF + BI 
¿ = 。 BD _ CD 
故 得 CD = AD BD= Gp = AP: 
所 以 ”Rt 人 BCD a RtACAD=> Z BCD = ZCAD, 
ZBCA = /BCD+ ZDCA = /CAD+ ZACD 
= 90°. 
即 AABC 的 ZC 为 直角 . 
§ 1.3 ”定理 的 变形 与 推广 
1. 定理 的 变形 
Habe 为 直角 三 角形 的 三 边 ,c 为 斜 边 , 则 
(1) az = ç — b; 
(2) č = (a + b) — 2ab; 
(3) 2ab = (a +b +o) la +b — c) R a= po); 


(4) 2ab = (b + c — a)(a + c — b) Rab 


= (p — a)(0 — b) 
其 中 p= yG +b+o. 
2. 定理 的 推广 


(1) 将 边 上 图 形 一 般 化 ,可 得 

定理 1.1 在 直角 三 角形 的 勾 股 弦 上 分 别 向 外 作 任 意 相 
似 的 图 形 , 则 弦 上 图 形 的 面积 等 于 勾 和 股 上 图 形 的 面积 之 和 
(图 1-9). 


图 1-9 
证 明 ” 设 弦 上 图 形 的 面积 为 5;, 勾 股 上 图 形 面 积分 别 为 
S, s$; 9 则 


z-a] =(2) 
S (e? S ci 
2 
S, + S, = “ ts, =S. 


在 欧 几 里 得 (几何 原本 》 第 六 篇 就 有 上 述 推广 的 记载 
(2) 将 直角 三 角形 向 任意 三 角形 推广 ,可 得 
定理 1.2 车 a.b.c 分 别 表示 个 4BC 的 三 条 边 长 ,人 C 为 
边 c 的 对 角 , 则 
č = a + b 2abcosC. 
KERZE, 4 人 C = 90° 时 , 即 为 色 股 定理 . 
定理 1.3 在 任意 三 角形 的 大 边 
Ay ”上 向 内 侧 作 平行 四 边 形 ,使 它 的 另 两 个 
XA 顶点 位 于 三 角形 外 ,再 在 三 角形 的 男 两 
N z, 边 上 分 别 作 平行 四 边 形 ,使 与 三 角形 两 
jar 边 分 别 平行 的 边 过 大 边 上 所 作 平 行 四 
4 Ë 。 边 形 的 另 两 个 顶点 . 则 大 边 上 平行 四 边 
图 110 。 ” 形 的 面积 等 于 另 两 边 上 平行 四 边 形 面 


E 
⁄ 


积 之 和 . 
证 明 ”如 图 1-10 所 示 , 依 题 设 , 则 有 
S AABO 一 Saare Sacos — SAcED 
Serce = Ssrnuc. 
车 从 五 边 形 ABB'C'A' 减 去 人 4BC' 的 面积 , 则 得 
Sanga ; 若 从 五 边 形 ABB'C' A 减 去 /A ABC 的 面积 , 则 得 
Saca 十 apgcc， 故 有 
Sapra 一 Saa 十 Serec = Sacgp 十 Serc» 
命题 得 证 . 
定理 1. 3 是 希腊 数学 家 帕 普 斯 (Pappus, 约 公元 300 年 ) 
发 现 的 ,并 载 于 他 的 《数学 汇编 ) 第 四 卷 . 
(3) 把 三 角形 向 多 边 形 推广 ,可 得 
定理 1.4 点 了 是 号 多 边 形 AA A, 所 在 平面 上 任意 
一 点 , 从 点 三 分 别 向 各 边 作 垂 线 , 垂 足 为 B Bat Bas W 
A,Bt + A;B2 + +: + A,B; = B,A; + B,Aš3 + + + B, A; + 
B,A (8 1-11). 
证 明 AB} + AB; 十 … 十 A,B} 
= (PA? — PB!) + (P4 — PB) 
+ ee + (PA; — PB) 
= (PA; — PB) + (PA; — PB) 
十 … 十 (P4 — PB?) 
= B,Aš + B,Aš + = + B.A. 
特别 地 ,对 于 三 角形 当 点 也 在 4 点 时 (图 1-12), 有 
AB: + CD = AC + BD. 
当 C.D 重合 时 即 为 勾 股 定理 . 
(4) 把 三 角形 向 平行 四 边 形 推广 ,可 得 
定理 1.5 (广义 勾 股 定理 ) 平行 四 边 形 对 角 线 的 平方 和 
9 


图 1-11 图 1-12 
等 于 它 的 四 边 的 平方 和 , 即 等 于 相 邻 两 边 平方 和 的 二 倍 
p 证 明 ”由 定理 1.2, 有 


C 
AC = AR + BC — 2AB ° BC ° 
` cos / ABC, 
A B 


BD = AB’ + AD — 2AB ° 
图 1-13 AD + cos / DAB, 
因为 ABC 十 ZDAB = 180° 
所 以 cos 了 DAB = cos(180° — Z ABC) 
=— cos ZX ABC. 
帮 AC + BD = 2(AB° + AD:). 
这 就 是 有 名 的 阿波 罗 尼 斯 定理 ( 见 第 九 章 ). 
(5) 向 空间 推广 ,可 得 
定理 1.6 设 长 方 体 的 长 、 宽 、 高 及 对 角 线 的 长 分 别 为 p、 
q.r kad N £ = p + g + r°. 
证 明 ”如 图 1-i4 所 设 , 依 题 设 ， 
有 BC | AC,CD | DA, 
所 以 d = AB = AC + BC 
= AD + DC + BC P .4 
= P + g + r°. 图 1-14 
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定理 1.7 在 直 四 面体 O-4BC rh, ZAOB = 人 BOC = 
ZCOA = 90°,S 是 顶点 O 所 对 的 面 的 面积 ,Si、S:、Ss 分 别 为 
侧面 AOAB, AOAC, AOBC 的 面积 , 则 
=S + S+ SL. 
证 明 ”如 图 1-15, 作 OD | BC + 
DD, 依 立体 几何 知识 知 ,4A4D | BC, 从 而 
S? 一 [3ac:4p] = BC? . AD 


el 


BC? + (ACÈ + OD) 


= 十 (OB + OC) AC 


+ BC .OP 
1 : 11 ° 11 2 
_ = (208-04 + (40c - oa] + (42c - op) 
= S + Si + S2 证 毕 . 
同样 ,还 可 以 将 色 股 定理 推广 到 维 空间 . 
§ 1.4 定理 的 应 用 


勾 股 定理 的 应 用 是 相当 广泛 的 ,我 国 古代 名 著 《 九 章 算 
术 兴 约 公元 前 100 年 前 后 成 书 ) 的 第 九 章 , 即 最 后 一 章 ,就 专 
门 讨论 勾 股 定理 的 应 用 . 前 面 所 给 出 的 变形 及 推广 已 构成 一 
庞大 的 勾 股 “家 族 ”. 下 面 略 举 几 个 典型 P: 
的 例子 谈 谈 它 的 应 用 . 

@J 1.1 i Alri) Blr) Æ ?' 
平面 内 两 点 , 求 A.B 间 的 距离 14B|. A7 

解 ”如 图 1-16, 作 AC L BC, WJ 图 1-16 
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|AC| = |z; 一 zi | | HH, 
1BC| = |y: 一 yil RARER, A 


|AB| = V |z, — mil? + |> — yl 


== Vz — ZX) 二 (ys — y) 
此 即 导出 了 我 们 经 常 要 用 到 的 距离 公式 . 
例 1.2 (月 牙 定理 ) 图 1-17 中 


是 以 直角 AABC 各 边 为 直径 所 作 

的 三 个 半圆 形 , 试 证 明 图 中 两 个 带 

B € 4 阴影 的 月 牙 形 面积 之 和 等 于 直角 
图 1-17 A ABC 的 面积 . 


证 明 因为 A4BC 为 直角 三 角形 . 
所 以 2 + > = ë. 
aa zdl toal orla 
即 直角 边 上 两 个 半圆 面积 之 和 等 于 斜 边 上 半圆 的 面积 . 
(也 可 直接 应 用 定理 1. 1) | 
减 去 公共 部 分 (不 带 阴影 的 两 弓形 ) 即 得 结论 . 
这 是 希腊 医生 、 数 学 家 希 波 克 拉 底 斯 (Hippocrates, 公元 
前 470 一 前 430 £F) 研究 过 的 一 个 问题 . 这 一 问题 的 发 现 , 曾 
给 数学 家 们 很 大 鼓舞 , 他 们 想 以 此 来 
寻求 化 圆 为 方 的 方法 ,但 最 终 还 是 一 
次 又 一 次 失败 了 ,直到 1882 年 林 德 
曼 (Lindemann,1852 一 1939 年 ) 证 明 
了 的 超越 性 后 , 才 彻 底 地 否定 了 这 
个 问题 . 
例 1.3 BA abcd 为 正 实 
12 


2 


Rr, H a +P = l,e + d° = 1, 求 证 ac + bd < 1. 

WEBA 《加 非 尔 德 构 图 法 ) 

构造 如 图 1-18 的 直角 梯形 BCDE 设 人 BAC = a. 显然 
RtAABE 与 RtAACD 中 ,满足 题 设 

a +P = 1, + d° = 1. 

BS Sa= (a+ d)@ +o, 

又 Sas 一 S AABE + SAacp 十 Saa 

= + (ab 十 cd + sina) 
所 以 (a+ d)@@ + c) = ab + cd + sina, 
即 ac + bd = sina < 1(214 a = 90° 时 取 等 号 )， 


练习 与 思考 


1. & RtAABC 中 ,万 是 斜 边 AB 上 任意 一 点 ,求证 

(CD +: AB} = (AD +: BC} + (BD . AC}, 
并 指出 为 股 定理 是 其 特殊 形式 . 

2. 设 4C p L JABCD32 KARAR, AC E] AB.AD ié 
线 CECF, 分 别 与 4B、AD 6636 K 2 + E.F. Kz; 

AB » AE + AD +: AF = AČ. 

3. & AABC 中 ,BC = 3,AC = 4,AE 和 BD 分别 是 BC 
fe AC 边 上 的 中 线 , 且 AE | BD, £ AB. (V5) 

4. Ba bcd 为 正 实数 ,求证 : 

ac + bec < VƏ: + P + Vë + dš. 
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二 章光 反射 定理 


21 Æ 理 


XAKER 若 P.Q 是 直线 3S7 同 侧 任意 两 点 , 则 从 已 
到 直线 再 到 点 Q 的 一 切 路 径 中 ,以 通过 直线 上 点 ,使 PR 及 
QR 与 ST 的 夹 角 相等 的 那 条 路 径 最 短 (图 2-1). 

有 人 称 此 定理 为 海伦 定理 . 海伦 (Heron, 约 公元 50 年 ) 是 
希腊 数学 家 工程师. 但 上 述 定理 还 可 以 追溯 到 公元 前 300 年 
左右 的 欧 几 里 得 时 期 . 


P Q P o 
12 
$ k T S2777 PIII" 


图 2-1 图 2-2 

作为 几何 学 家 的 欧 几 里 得 , 曾 在 他 的 光学 著作 中 给 出 过 
光学 的 一 个 基本 定律 ,这 定律 是 说 入 射线 与 镜面 所 成 的 角 a, 
等 于 反射 线 与 镜面 所 成 的 角 6, 现今 的 普遍 说 法 是 人 1 = 
一 2 L1 为 入 射 角 , Z2 为 反射 角 ( 图 2-2). 

海伦 在 他 的 《镜面 反射 》 一 书 中 从 上 述 的 光学 基本 定律 
出 发 ,得 出 了 前 面 的 光 反 射 定理 ,因此 也 叫 海 伦 定理 . 

1775 年 意大利 数学 家 法 格力 诺 (Fagnano) 提出 并 用 微 积 
分 方法 解决 了 这 样 一 个 有 趣 的 问题 :怎样 作 一 个 锐角 三 角形 
的 周 长 最 短 的 内 接 三 角形 ? 它 的 结论 是 :过 三 角形 的 重心 H 
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向 三 边 作 垂 线 , 则 垂 足 三 角形 就 是 . 这 就 是 所 谓 法 格力 诺 问 
题 . 但 这 一 问题 的 初等 解法 以 匈牙利 数学 家 费 叶 (Fejer， 
1880 ~ 1958 年 ) 和 德国 数学 家 许 瓦尔 兹 (Schwarz) 给 出 的 
解法 最 令 人 称道 ,他 广 的 解法 以 简明 巧妙 闻名 于 世 , 有 趣 的 是 
他 们 的 解法 都 用 到 了 海伦 定理 . 


$2.2 ”定理 的 证 明 


这 里 我 们 证 明海 伦 定 理 , 法 格力 诺 问 题 将 在 本 章 末 解决 . 

证 明 ”如 图 2-3 所 设 ,P 为 P 关 于 ST 的 对 称 点 ,R 为 
ST 上 任意 点 ; 则 PR= P' R, Ze = ZY, X. Za = LPP, 
R.Q 共 线 , 据 “三 角形 两 边 之 和 大 于 第 三 边 ”, 有 

PR + RQ = P'R+ RQ = P'Q< P'R' + R'Q = F8 + 
R'Q. 

顺便 指出 ,其 道 命题 也 成 立 . 


p Q 
Z 
K 
R F. 
s ru r 
74 
r 
图 2-3 图 2-4 


TEE 若 P.Q 为 直线 ST 同 侧 两 点 ,R 为 ST 上 一 动 
点 , 则 当 PR + RQ 最 短 时 , 必 有 人 PRS = 人 QRT. 
证 明 ”如 图 2-4. i PRT ST 的 对 称 点 为 已 , 则 一 PRS 
= APRS, 若 了 PRS = LQRT, 则 
PR + RQ = PR + RQ 为 折线 . 
15 


连 PQ, 设 与 ST ZF R , 则 

PR + R'Q = P' R + R'Q = P'Q< P'R + RQ = PR + 
RQ. 

这 与 PR + RQ 为 最 短 相 矛 盾 . 故 必 有 ZPRS = 人 QRT. 


$2.3 ”定理 的 推广 


定理 2.1 设 P.Q 为 直线 ST 同 侧 两 点 ,点 4.B 是 ST 上 
PZA, HAB =a, 则 从 点 P 到 和 4 到 B 再 到 Q@ 的 一 切 路 径 中 ， 
以 当 ZPAS = 人 QBT 时 路 径 最 短 . 

证 明 ”如 图 2-5, 作 乙 4BQe M ZQ AB = 人 QBT =. 
ZPAS, FELI PA + AQ 为 从 PP 到 ST 再 到 Q& 的 最 短路 径 . 从 
T PA + AQ + QQ = PA + AB 十 BQ 为 最 短路 径 . 

定理 2.2 若 己 为 锐角 ZXOY 内 一 定点 ,M、N 分 别 为 
OY.OX 上 两 动 点 , 则 PM + MN + NP 当 /PMY = 
ZNMO, ZMNO = 人 PNX 时 为 最 短 ( 图 2-6). 

定理 2.3 若 P.Q 是 锐角 ZXOY 内 两 定点 ,M 、N 分 别 
为 OY.OX 上 两 动 点 , 则 PM + MN + NQ 4 ZPMY = 
ZNMO, MNO = 人 QNX 时 为 最 短 . 


Y 


图 2-5 图 2-6 图 2-7 
证 明 ”如 图 2-7 所 示 , 分 别 作 了 .Q@ 关 于 OY、OX 的 对 


称 点 已 .Q ,由 ZPMY =: ZNM0. ZMNO = LQNX, 可 得 
PM NQ 共 线 ,从 而 有 

PM + MN + NQ = P'Q. 

É M'.N' 为 OY .OX 上 任意 两 点 , 则 

PM! + M'N + N'Q = PM + M! N! + N'Q > 

P'Q = PM + MN + NQ. 

命题 得 证 . 

特别 地 当 P.Q 重合 时 , 即 为 定理 2. 2. 

由 定理 2.1、 定 理 2. 3, 还 可 得 到 

定理 2.4 若 P.Q 为 锐角 XOY 内 两 定点 ,4. 有 为 OY 
上 两 动 点 ,C.D 为 OX 上 两 动 点 , 且 AB = a,CD = b, 

PA + AB + BC + CD + DQ 
当 ZPAY = ZCBO. ZBCO = ZQDX 时 为 最 短 . 

证 明 ”如 图 2-8, 作 记 P4BP .CCDQQ , 依 定理 2.3, 则 
可 得 PB 十 BC 十 CQ 为 从 点 已 到 OY 上 一 点 再 到 OX 再 到 
Q 的 最 短路 径 . 从 而 PA + AB + BC + CD + DQ 为 最 短路 
径 


将 XOY 推广 到 凸 折线 ,还 可 得 
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定理 2.5 (如 图 2-9) 若 P.Q 为 凸 折线 44…4. 内 两 定 
点 B.B... Bama 分 别 是 AA,..AzA,......A, TA, 上 的 动 点 ， 
M|) PB, + BB, + B,B, 十 … 十 B_Q 当 LPBA! = 
ZXZB,B.AAə,. X B.B,A, = ZBB,As.:-:..ZB,,B, IA... 一 
ZA,B, Q 时 最 短 . 

证 明 仿 上 ,从 略 . 

定理 2.6 设 M、N 分 别 为 两 平行 线 AB.CD 上 两 动 点 ， 
MN | 4B,P.Q 为 直线 ABCD 外 侧 两 定点 (如 图 2-10) , 则 
PM + MN + NQ 4 ZPMA = ZQND 时 为 最 短 . 

证 明 ” 作 QQ' 上 上 CD, 使 QQ 
= MN, 则 MNQQ' 为 平行 四 边 形 ， 
X AB // CD, ZPMA = ZQND, 

P.M.Q \ 共 线 . 

É M'N' 为 4B.CD 的 任 一 公 
牌 线段 , 则 

PM 十 MIN + N'Q 

= PM' + M'Q + Q Q > PQ 

Ë] 2-10 + QQ = PM + MN + NQ, 证 毕 . 
值得 指出 的 是 ,定理 2.1 ~ 定理 2. 6 的 道 命题 均 成 立 . 即 


有 


定理 2.1 设 P.Q 为 直线 ST 同 侧 两 点 ,点 4、.B 是 ST 上 
两 动 点 , 且 4B=a, 则 当 PA 十 AB 十 BQ 最 短 时 , 必 有 人 人 PAS 
= 人 QBT( 图 2-5). 

定理 2.2 P 为 锐角 人 XOY 内 一 定点 ,MN 分 别 为 
OY.OX 上 两 动 点 , 则 当 PM + MN + NP 最 短 时 必 有 
LPMY = ZNMO.ZMNO = LPNX( 图 2-6). 

定理 2.3 P.Q 为 锐角 人 XOY NW s M.N 分 别 为 
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OY.OX 上 两 动 点 , 则 当 PM + MN + NQ 最 短 时 必 有 
LPMY = LNMO.AMNO = AQNX( 图 2-7). 

定理 2.4 P.Q HA XOY 内 两 定点 ,A、B 为 OY 上 
两 动 点 ,C.D 为 OX 上 两 动 点 , 且 4B = a,CD = b É] (2-8), 
MH 34 PA + AB + BC 十 CD 十 DQ 最 短 时 , 必 有 人 PAY = 
LCBO.LBCO = /QDX. 

定理 2. 5 # P.Q 为 凸 折线 AAt A, 内 两 定点 ,Bi、 
Bs。、…、B,-1 分 别 是 A1As、AsAs、…、A,14, 上 的 动 点 (图 2-9)， 
则 当 PB + B.B, 十 … 十 B,_ Q 最 短 时 , 必 有 

LPBA =PB4 (X B,B,A, = /(BsB,As.:::. 
ZB,_,B,_ A,-, = ZA,B, Q. 

定理 2.6 若 M、N 分 别 为 两 平行 线 4B、CDP 上 两 动 点 ， 
H MN 1 AB,P.Q 为 直线 ABCD 外 侧 两 定点 (图 2-10), 则 
当 PM + MN + NQ RHEI, 必 有 ~PM4 = ~QND( 图 
2-10). 

上 述 定理 的 证 明 可 仿 海 伦 定理 逆 定 理 的 证 明 , 留 读者 自 
己 给 出 . 

最 后 我 们 给 出 海伦 定理 向 二 次 线段 的 一 个 推广 ， 
定理 2.7 若 P.Q 为 两 定点 ,为 


s⁄ 定 直线 ,过 PQ 中 点 S 作 SM LIT M, 

|, 则 MM 为 + 上 唯一 的 使 PM? + MQ 为 最 

al ` j 小 的 点 . 

E M F 证 明 如 图 2-11, 作 PE | L 
图 2-11 QF LLEF HEE, HPE = a. 


QF =b, EF =c. EM = z, Wija, b,c J 
定 值 . 
PM + QM: = a° + 22 + b° + (c — z22 
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=e+e+||2-4)] + 5]. 


显然 当 上 且 仅 当 z = 人 时 ( 即 以 唯一 ),PM? + MQ: 为 最 


小 . 
$2.4 ”定理 的 应 用 


例 2.1 在 一 条 笔直 的 公路 / 同 侧 有 两 家 工厂 A、B, 现 要 
EARO 上 设 一 汽车 站 , 问 汽车 站 设 在 什么 地 方 ,才能 使 这 
两 家 工厂 到 汽车 站 的 距离 之 和 最 短 ? 

解 ”如 图 2-12, 作 点 4 关于 /7 的 对 称 点 4 , 连 A'B 交 ! 于 
C, 则 和 1 = 人 2, 由 海伦 定理 , 当 在 点 C 处 建 汽车 站 时 ,能 使 
AC + CB 最 短 . 


图 2-12 图 2-13 
例 2.2 如 图 2-13,a、2 为 两 交叉 成 锐角 的 公路 ,在 公路 
awb 间 有 一 邮局 P, 现 要 在 公路 a.56 上 各 安装 一 邮 简 , 问 这 两 邮 
简 放 在 什么 地 方 ,才能 使 邮递 员 从 邮局 P 到 公路 a 边 的 邮 简 
取信 后 ,再 到 公路 5 边 的 邮 简 取信 ,然后 回 到 邮局 P 所 走 的 路 
径 最 短 ? 
` 解 。 作 点 已 关于 直线 < 的 对 称 点 书 ,关于 2 的 对 称 点 已 ， 
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E P P 分别 交 a.6b 于 MN, 连 PM. 
PN, 则 有 人 1 二 2,43 = 人 4, 由 定 
理 2.2, 则 PM + MN 十 NP 为 最 短路 


径 , 故 邮 简 应 分 别 安装 在 点 MN 处 . A ` ， 

例 2.3 一 条 河 两 岸 分 别 有 村 庄 FX Sm 
A 和 B, 现 要 在 河上 建 一 座 桥 , 问 桥 应 la 
建 在 什么 地 方 ,才能 使 从 4 到 B 所 走 B 
的 路 径 最 短 ? 图 2-14 


解 ” 如 图 2-14 所 设 ,a 为 河 宽 , 作 BB' 上 4; 且 使 BB = 
d, 连 AB' 381 FE, WEF | l, FF. FB, nji 21 = 一 2， 
由 定理 2. 6,# EF 处 建 桥 时 ,可 使 A 到 B 的 路 径 最 短 . 

例 2.4 在 呈 4BCD 的 4B 上 有 一 定点 天 ,以 天 为 顶点 
#ECKLMN ,使 L.M.N 各 在 BC.CD、.AD 上 ,有 目 使 DKLMN 
周 长 最 短 . 

作法 ”如 图 2-15. 作 天 关于 
AD 的 对 称 点 K', 设 OABCD 的 
中 心 为 0, 连 KO 交 CD 于 MM, 连 
K'M 交 AD 于 N, 连 NO 交 BC 于 
工 , 则 四 边 形 KLMN 为 所 求 . 

证 明 ” 据 中 心 对 称 图 形 易 知 
四 边 形 KLMN 为 平行 四 边 形 , 欲 图 2-15 
W OKLMN 周 长 最 短 ,只 要 证 半 周 长 KN 十 NM 最 短 即 可 ， . 
K.M 为 AD 同 侧 两 点 ,由 海伦 定理 即 得 结论 . 

最 后 我 们 来 解决 法 格 乃 诺 问题 , 

例 2.5 在 锐角 三 角形 中 , 作 周 长 最 短 的 内 接 三 角形 . 

首先 我 们 介绍 费 叶 的 解法 . 这 是 1900 年 他 还 是 柏林 的 一 
个 学 生 时 发 现 的 . 
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解法 1 如 图 2-16, 设 Z 是 
AB 上 任 一 定点 , 作 Z 关于 AC. 
CB 的 对 称 点 天 .已 ,连天 厅 Z 
AC.BC 于 了 X, 则 AXYZ 是 以 
定点 Z 为 顶点 的 周 长 最 小 的 内 
接 三 角形 ( 据 定理 2.2), 且 周 长 
图 2-16 为 线段 KH. 
HHF K.Z,H.Z 分 别 关 
+ CA.CB 对 称 , 所 以 CH = CZ = CK, ZHCB = BCZ， 
ZKCA = 人 AC2Z, 从 而 了 KCH = 2/ACB HE. 由 余弦 定 
H, 4 KH? = 2CZ2?(1 一 cos2 了 ACB), 所 以 当 CZ 最 小 时 ,KH 
也 最 小 , 即 AXYZ 周 长 取 最 小 值 . 而 当 CZ | AB 时 C2 为 最 
小 , 同 理 当 AX | BC、BY | AC 时 , 八 XYZ 周 长 最 小 ,于 是 得 
出 结论 :在 锐角 三 角形 的 所 有 内 接 三 角形 中 ,以 垂 足 三 角形 的 
周 长 最 小 . . 
许 瓦尔 兹 的 解法 (解法 D 别出心裁 .. 
解法 2 将 八 4BC IRRA AC, B'C A B'A C B'O 为 
轴 连 续 施 行 五 次 对 称 变换 , 得 到 图 2-17, AEE AXYZ 与 
AABC 每 一 边 所 构成 的 两 角 都 相等 , 由 对 称 性 知 , 人 XYZ 通 
过 依次 对 称 翻转 展 成 直线 ZZ , 且 其 周 长 的 2 倍 等 于 ZZ. 
设 ADEF 为 人 ABC 的 任 一 内 接 三 角形 , 则 通过 对 称 翻 
转 ADEF 各 边 依 次 展 成 折线 FF (图 2-17 PU FF 为 端点 
的 点 划 线 ), 且 ADEF ARH 2 倍 等 于 折线 FF' 的 长 度 . 
又 Z AZZ' 一 ZZZ B", 故 AB / AB", 从 而 四 边 形 
FZZ'F' 为 平行 四 边 形 , 有 22Z' = FF < 折线 FF , 即 
2AXYZ WHK < 2 和 DEF 的 周 长 ， 
AXYZ 的 周 长 < ADEF 的 周 长 . 
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图 2-17 
所 以 在 锐角 三 角形 的 所 有 内 接 三 角形 中 ,以 垂 足 三 角形 
周 长 最 短 . 
许 瓦 尔 效 的 解法 是 值得 回味 的 ,他 的 这 种 方法 被 莫 利 ( 见 
第 二 十 章 ) 在 1933 年 推广 到 2n + 1 边 形 的 情形 . 


练习 与 思考 
1. 证 明 : 在 同 底 等 高 的 三 角形 中 , 以 等 腰 三 角形 的 周 长 


《第 2 题 ) (第 3 题 ) 
证 明 ;AB 十 A 之 4B 十 4C. 3. @O 为 锐角 ACB A-RA, 
& @O.CA.CB 上 分 别 求 出 一 点 P,Q.R, 使 从 P 到 Q@ 到 尺 再 
到 书 的 路 径 最 短 ， 
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第 三 章 RETE 


$3.1 Æ 义 


黄金 分 割 。 把 一 线段 分 成 两 段 ,使 其 中 较 大 的 一 段 是 原 
线段 与 较 小 一 段 的 比例 中 项 ,叫做 把 这 条 线段 黄金 分 割 . 

如 图 3-1,C 为 线段 AB 上 -点 ,如 果 有 4 = AENA C 
叫做 线段 AB 的 黄金 分 割 点 . 设 4B = 1,4C = z, = 
三 , 解 之 得 
vs = 1 ~ 0. 618033989--- 


称 之 为 黄金 比 , 也 叫 中 末 比 .中 外 比 、 黄 
SR. 我 国 古 代称 为 弦 分 割 , KQ aw —1 ~ 
0. 618033989…( 以 下 记 为 om), 后 人 还 称 为 黄金 数 . 古 希 腊 柏 
拉 图 (Plato, 公元 前 427 ~ 前 349 年 ) 学 派 的 欧 多 克 斯 
(Eudoxus, 约 公元 前 408 一 前 335 年 ) 曾 深入 研究 过 黄金 分 割 
问题 ,德国 著名 天 文学 家 、 数 学 家 开 普 勒 (Kepler ,1571 ~1630 
年 ) 把 它 与 勾 股 定理 并 列 , 誉 为 古 希 腊 几 何 学 的 两 颗 明 珠 ,可 
见 黄金 分 割地 位 之 赫然 . 

黄金 分 割 是 欧洲 文艺 复兴 时 期 ,由 意大利 著名 艺术 家 、 科 
学 家 达 ， 芬 奇 (Devinci,1452 ~ 1519 年 ) 冠 以 的 美称 . 它 在 美 


学 艺术、 建筑 和 日 常生 活 方面 有 着 广泛 的 应 用 . 如 埃及 的 金 
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x+ = 


字 塔 .印度 的 泰 姬 陵 以 至 法 国 的 埃 非 尔 铁塔 上 ,都 可 发 现 与 黄 
金 比 有 联系 的 数据 . 再 如 现今 印刷 的 各 种 书籍 .图片 ,门窗 , 桌 
面 其 长 宽 之 比 大 多 接近 黄金 比 , 这 样 制 作 , 美 观 . 大 方 , 材 料 最 
省 ;在 高 塔 的 黄金 分 割 点 处 建造 楼 阁 或 设置 平台 ,能 使 瘦削 单 
调 的 塔 身 变 得 壮观 ;在 摩天 大 厦 的 黄金 分 割 点 处 加 道 腰 线 或 
装饰 物 , 会 使 整个 大 厦 显 得 雅致 ;二 胡 演 奏 中 的 “于 金 ” 分 弦 ， 
若 符合 黄金 比 , 音 调 最 和 谐 ; 独唱 演员 站 在 舞台 的 黄金 分 割 
点 ,给 人 感觉 最 适宜 ,音响 效果 最 好 . 人 体 也 符合 黄金 比 , 若 人 
的 肚脐 是 人 体 总 长 的 黄金 分 割 点 ,膝盖 是 肚脐 到 脚跟 的 黄金 
分 割 点 , 则 其 身材 最 匀称 , 古 希 腊 的 智慧 女神 雅典 娜 和 太阳 神 
阿波 罗 的 塑像 都 采用 这 种 身段 比 . 

我 国 早 在 战国 时 期 就 已 知道 并 能 应 用 黄金 分 割 ,长 沙 马 
王 堆 汉 墓 出 土 的 文物 中 ,有 的 长 宽 就 是 按 黄 金 比 制作 的 . 

13 世纪 初 意大利 数学 家 斐 波 那 契 (Fibonacci,1170 ~ 1250 
E) 研究 过 这 样 一 个 有 趣 问题 ;兔子 出 生 以 后 两 个 月 就 能 每 
月 生 小 免 , 若 每 次 不 多 不 少 恰好 生 一 对 (一 雌 一 雄 ) ,假如 养 了 
初生 的 小 免 一 对 ,试问 一 年 以 后 共有 多 少 对 兔子 (假设 生 下 的 
小 免 都 成 活 的 话 )”. 如 果 我 们 把 每 月 的 兔子 (对 ) 数 排 成 一 列 
数 , 即 得 数列 

1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,." a, "° 


有 趣 的 是 , 比值 总 - 当 无限 增加 时 , 就 得 到 黄金 比 
V5 一 1 
二 上 
树枝 的 生长 也 满足 黄金 比 ,这 是 数学 家 泽 林 斯 基 在 一 次 
国际 数学 会 议 上 提出 的 :表笔 ?主导 的 的 柑 革 趋 于 黄金 比 . 又 如 
在 峰 房 结构 、 菠 葛 的 鳞片 .向 日 理子 排列 等 问题 中 ,都 可 找到 
25 


与 黄金 数 的 联系 . 
随 着 生产 和 科学 试验 的 需要 , 近 40 年 来 黄金 分 割 在 优选 
法 中 开辟 了 它 的 应 用 领域 . 在 单 因素 优选 法 中 , 利用 黄金 数 


一 5 — lota 1 — “S Ll) 逐次 安排 试验 点 ， 


可 以 减少 试验 次 数 ,并 迅速 可 靠 地 搜索 到 符合 生产 要 求 的 斌 
验 点 ,这 可 说 是 黄金 分 割 绽开 的 又 一 打 新 花 ! 
$ 3.2 ”黄金 分 割 的 几何 作法 


已 知 线段 AB, 怎样 作 它 的 黄金 分 割 点 ?下 面 的 作法 由 欧 
多 克 斯 给 出 

如 图 3-2, 作 BD | 4B, 使 BD = 到 4B, 连 AD; 

在 AD 上 截取 DE = BD; 

TE AB LRR AC = AE, 则 C 就 是 所 求 作 的 黄金 分 割 点 . 


证 明 因为 ”4D= /1 十 | 二 4B= AB. 


一 — 5 — £ 
z AB,BC z 4B. 
HW. 3 AB 
(V5 DS 图 3-2 
Vv5 一 1 4C 
2 AB: 


所 以 CH AB 的 黄金 分 割 点 . 


$3.3 ”黄金 数 的 各 种 趣 式 


l. o = 
1+ 一 一 一 
| uk 
u 设 一 -一 一 x， Wi = =s 
1 十 了 于 
十 ZX 一 1 二 0. r> 0, += o. 


¿o= 1-1 V1 1l—a,(0<a<1). 


证 明 AT A.S uma 
平方 得 = +r- 1=080z=e. 


. a Vet Ve a= 
证 明 设 N2 一 N2++N2 一 V2 十 … = x, W 


V2 一 V2 Fa 二 ,两 次 平方 化 简 得 
(z +1) — 2) l +r—1)=0. 
易 见 工 关 一 1, 工 了 关 2, 故 满足 十 XT 一 1 二 0, 从 而 


4.w = 2 .sin18". A 
只 要 能 求 出 sin18° 的 值 即 可 得 出 
结论 . ( 略 ) 
5. 顶 角 为 36° 的 等 腰 三 角形 , 底 与 p 
腰 之 比 等 于 o. | 
证 明 ”如 图 3-3, 作 ZC 的 平分 线 P 


图 3-3 
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CD, 交 AB 于 DD, 则 人 BCD = ZACD = 36°, Mii BC = CD 
= AD,AABC c ACDB, 
BD _ BC 


即 得 AP AB” w IB =w, 
6. 底 角 为 72° 的 等 腰 梯 形 , 若 上 底 等 于 腰 , 则 上 下 底 之 比 
A D EF w. 


DAN 证 明 ”图 3-4， 
`. 因为 ZB = A 人 BCD = 72° 
AR 
B c 又 AD/ BC,AD= CD, 
图 3-4 所 以 Z= Z2,Z2 = /3， 


得 /1== /3==36， 从 而 /4 = 72, 
所 以 ACAB 为 顶 角 等 于 36" 的 等 腰 三 角形 . 由 结论 5 得 


_4B_, 
AB o, 

7. 正 五 边 形 的 边 与 对 角 线 之 比 等 于 a, 

略 证 ” 正 五 边 形 的 五 条 对 角 线 相等 且 构 成 一 五 角 星 形 ， 

且 不 难 求 得 五 星 顶 角 为 36", 如 图 3-5 中 人 AM4CD 就 是 一 顶 角 为 

36° 的 等 腰 三 角形 , 依 结论 5 有 5 = o. 


BC 


A 
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8. 单位 圆 中 内 接 正 十 边 形 边 长 等 于 必 
证 明 如 图 3-6, 设 AB 古 单位 国内 接 正 十 边 形 的 边 长 ， 
则 AAOB 为 顶 角 等 于 36° 的 等 腰 三 角形 ， 故 有 全 一 =AB=%. 

9. 在 正 五 角 星 中 (如 图 3-7) ,每 边 长 短 不 等 的 线段 有 四 
种 (如 和 NM、BN、BM.、BE) ,它们 满足 

MN_BN_BM_, 

BN BM ` BE 

提示 “利用 结论 5 及 A4MEc ABAE uE N 2 BM 的 
黄金 分 割 点 ,M 为 BE 的 黄金 分 割 点 . 

正 五 角 星 与 其 外 接 正 五 边 形 , 可 组 成 20 个 大 大 小 小 的 顶 
角 为 36" 的 等 腰 三 角形 ,存在 数 十 对 比值 为 黄金 数 的 线段 , 真 
可 谓 一 颗 五 彩 REE 


x 


N M 
B E 


图 3-8 
10. 在 单位 正方 形 中 控 去 一 小 正方 形 ， 使 小 正方 形 的 面 


积 等 于 剩 下 部 分 的 面积 的 平方 , 则 小 正方 形 的 边 长 为 o. 
证 明 ”如 图 3-8, 设 小 正方 形 边 长 为 z, 则 
X= (] — z2>° 
太一 3z2 十 1 一 0 
所 以 忆 一 3Ł v5 


Li 


, 依 题 意 ,应 合 去 3 L 5 ,于 是 2 
V5 一 1 
2 


,会 去 负 值 , 得 T=. 
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11. 如 图 3-9, 在 Rt 人 4BC 中 ,CD 为 斜 边 上 的 高 , 且 S&cgp 


= Saar * Saa D D Y AB 的 黄金 分 割 点 , 且 sinB = o. 


证 明 因为 SA cap 一 Saan . SAARC 


w [EP von] = [4P co]: [4 co), 
Cc 


. 得 BP = AD -+ AB,}} DX AB 
/人 的 黄金 分 割 点 . 
B 又 AC:= AD: AB, 


P ` 所 以 AC = BD, 
图 3-9 从 而 有 PP_4C_BD_ 
sno = AB AB ~ 


12. 把 正方 形 如 图 3-10(a) 那样 前 开 后 
拼 成 图 3-10(2) 那样 的 长 方形 , 见 = o, 


= Jy 
y zty 
d pza 
| 
(a) (b) 
图 3-10 


证 明 “正方形 面积 为 :(z + y)? = ZX? 十 2zy + 5°, 

长 方形 面积 为 :(y + z + y)y 一 2Y + xy. 
因为 剪 拼 前 后 ,面积 不 变 . 

所 以 2 十 27zy 十 学 二 2% + zy. 

即 有 | 于 | 十 | 至] 一 1 oE = onia. 

13. 在 平面 坐标 系 中 , 若 以 三 点 (1,x)、(x,1)、 


(— 1, — z) 为 顶点 的 三 角形 的 面积 等 于 x, 则 z= 
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1 xo 1 
证 明 由 7 r 1 1]1|=zx, 得 
—1 ~x 1 
L +r l= 0, WMA z = w( 负 值 舍 去 ). 
1 —1 0 0…0 0 
1 1 —1 OO 0 
TE 


0 0 0 Oel 一 1 
0 0 0 
为 n 阶 行列 式 , 则 lim z = e. 
提示 先 证 w 为 斐 波 那 女 数列 通 项 ,再 求 极限 得 之 . 这 
是 一 道 前 苏联 大 学 生 竞赛 题 ， 


$ 3.4 ”黄金 三 角形 .黄金 矩形 .黄金 李 贺 .黄金 长 方 体 


下 面 我 们 给 出 黄金 三 角形 、 黄 金 矩 形 . 黄 金 椭圆 以 及 黄金 
长 方 体 的 概念 ,及 其 一 些 有 趣 的 性 质 ,但 为 节省 篇 幅 , 证 明 均 
HE. . 

1. 黄金 三 角形 

前 面 我 们 已 经 提 到 , 顶 角 为 36° 的 等 腰 三 角形 其 底 与 腰 
之 比 等 于 w, 这 样 的 三 角形 叫 黄 金三角 形 ,黄金 三 角形 还 有 下 
列 性 质 . 

(1) 如 图 3-11,BPD 为 黄金 三 角形 ABC 底 角 B 的 平分 线 ， 
则 ABCD 也 是 黄金 三 角形 ; 

(2) EE 人 C 的 平分 线 交 BD 于 EE, 则 人 CDE tR E 
三 角形 ;如 此 下 去 可 得 一 黄金 三 角形 串 ;,A 人 lj,A:,A 人 :……， 
人 , 且 所 有 的 黄金 三 角形 相似 ,其 相 邻 的 两 黄金 三 角形 
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的 相似 比 为 w f 
(3) 在 上 述 的 黄金 三 角形 串 A,A 4 
As. A... t. A. WARES A, WE- 
腰 平 行 (如 图 3-11 FP, ADEF 的 右 腰 DF 
与 AABC 的 左 采 AB FAT) 
(4) ZAE E H, An An Ant 的 
底 边 上 的 三 条 高 共 点 (如 图 3-12,AABC, 
ABCD.ADEF 底 边 上 的 高 MN.NT. P 
DN 共 点 )， 
与 黄金 三 角形 串 {A,} 相 邻 的 均 是 A 
些 底 角 为 36° HFEA, CHEF 
三 个 三 角形 底 边 上 的 高 也 构成 黄金 三 p 
角形 (如 图 3-12, 这 个 三 角形 串 中 的 A ~ 并- 
ADAB.AEBC.AFCD 的 高 构成 黄金 x 
三 角形 TMN) ; 这 些 黄金 三 角形 也 有 8 c 
一 些 有 趣 性 质 , 这 里 就 不 一 一 列举 了 。 


2. 黄金 矩形 


D KEZEK o BJ HE W 54 SE E 
图 3-13 


图 3-11 


JE. | 
— H 如 图 3-13, ABCD 为 黄金 矩形 ， 
-PR AD =1,CD = w, Ji] 

CDCD 是 AD 和 4D 一 CD 的 比 
例 中 项 ; 

D 作 正 方形 ABFE, ME EFCD 仍 为 黄金 答 形 ;再 作 
正方 形 EDHG, 则 矩形 FCHG 也 为 黄金 矩形 ,如 此 下 去 ,可 得 
一 上 囊 正 方形 与 一 串 黄金 矩形 (这 反映 了 它 的 再 生性 ) ; 
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D 上 面 的 正方 形 4BFE、EDHG、CHJI、…, 构 成 一 正 
方形 旋涡 ,其 边 长 组 成 等 比 数列 ,w, 弛 ,oP,…, 其 面积 和 为 算 
形 面积 《这 给 级 数 和 of 十 et 十 of 十 … 二 w 以 几何 解释 )， 

(4) 在 上 面 的 一 串 黄金 矩形 中 ,他 们 都 相似 , 且 相 邻 的 西 
矩形 相似 比 为 o; 

这 串 黄金 矩形 中 还 有 如 下 性 质 

(5)4.C、C =R; D, J F 共 线 ， 

(6)AC.DF.BH 共 点 , 设 为 O; 

(7)O 为 所 有 黄金 矩形 的 相似 中 心 ; 


Q0) 点 O 到 BC 的 距离 为 了 全 未 ,到 DC 的 距离 为 
Eea 
1 + - 
AD 点 A.D.C.F.G.J.--: 在 同一 对 数 螺 线 上 . 

3. KAMA 

ARAZ + 22 — 1 的 短 轴 与 长 轴 之 比 = w, 则 称 此 机 
MARERA. 以 本 圆 中 心 为 圆心,e — VATE AARNA 
称 为 焦点 圆 . 则 

D 黄金 棋 圆 与 焦点 圆 的 面积 相 p 
等 ， Q 

(2) 椭圆 与 焦点 贺 在 第 一 象限 的 x 
交点 为 :Q(5, V o b) (如 图 3-14); 

(3) 设 OQ 与 x 轴 正 向 夹 角 为 0， 


则 tg0 一 cos = Vw ,sin0 = W; 图 3-14 
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(4) 黄金 椭圆 的 离心 率 e = V o. 

我 们 知道 ,二 次 曲线 本 是 的 天 下 , 岂 知 黄金 数 w 也 在 此 
有 立足 之 地 ! 

4. 黄金 长 方 体 

长 , 宽 、 高 之 比 是 o: 1 : 二 的 长 方 体 称 为 黄金 长 方 体 . 黄 


与 7 建立 起 “亲缘 ”关系 . 


$3.5 ”在 几何 作 图 中 的 应 用 


下 面 我 们 解决 几 个 与 黄金 分 割 有 关 的 作 图 问题 ,其 证 明 
留 给 读者 . 

例 3.1 求 作 边 长 为 a 的 正 五 边 形 . 

作法 (如 图 3-15) 

(1) 作 线 段 BC = a, 取 其 中 点 M; 

(2) FM | BC, 上 且 在 FM 上 取 点 P, 使 MP = BC = a; 

(3) £ BP KEQ, të PQ = 性, 则 BQ 即 为 正 五 边 形 对 
角 线 的 长 ; | 

(4) 以 B 为 圆心 ,BQ 为 半径 画 弧 交 MF TFE MERER 
边 形 顶 点 之 一 ; 

(5) 分 别 以 B.C、E 为 圆心 ,a 为 半径 画 弧 得 交点 4.D, 连 
结 AB.CD.DE.EA 即 得 所 求 正 五 边 形 , 

例 3.2 将 半径 为 R 的 一 已 知 圆 十 等 分 . 

作法 ”如 图 3-16) 

(1) 在 OO 内 取 两 条 垂直 的 半径 Oh,、OB; 

(2) IR OB 中 点 M, 连 AM; 

(3) ERB AM ER MP = +R; 
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As A. 
As 


图 3-15 图 3-16 

(4) 从 4 起 ,以 4P 为 半径 ,在 @O 上 逐次 截取 可 得 4,、 
Az, Áz, tt Ag, M] AoA A,n Ao 将 @O 十 等 分 . 

例 3.3 作 已 知 圆 的 内 接 正 五 边 形 . 

在 例 3. 2 中 , 隔 点 连结 有 关 分 点 , 则 可 得 圆 内 接 正 五 边 
形 .但 下 面 我 们 给 出 它 的 另 一 种 作法 如 图 3-17. 

(1) 在 半径 为 R 的 圆 O 内 作 互 相 
EANNA AS.MN; 

(2) ROM 中 点 P, 连 AP; 

(3) 在 线段 PN 上 截取 PQ = 
AP; 

(4) 以 AQ 之 长 在 圆周 上 依次 截 


取 可 得 分 点 4.B.C、D、E; 
图 3-17 (5) 依次 连结 AB.BC.CD.DE. 
EA 即 得 圆 内 接 正 五 边 形 . 
练习 与 思考 


1. 证 明 在 图 3-7 中 M.N 分 别 为 BE.BM 的 黄金 分 割 点 ， 

2. 我 国 很 早 以 前 民间 就 流传 一 种 正 五 边 形 的 近似 作法 : 

“ 九 五 顶 五 九 , 八 五 两 边 分 (如 图 ). ”这 种 作法 的 精确 度 是 很 
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(1) ”验证 及 点 极 接 近 AN 的 黄金 分 割 点 ; 
Q) ”试用 这 种 方法 作 一 边 长 为 50 毫米 的 正 五 边 形 ; 
3. 验证 黄金 长 方 体 的 表面 积 与 其 外 接 球 表面 积 的 比 为 
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第 四 章 ” 梅 涅 劳 斯 定理 


$41 Æ 理 
梅 涅 劳 斯 定理 。 一 直线 分 别 截 人 4BC 三 边 BC.C4、4B 
AF BD CE 


TDLF'NEB' DE ' EAT E 


梅 涅 劳 斯 (Menelaus, 约 公元 98 年 ) 是 希腊 数学 家 兼 天 文 
学 家 , 著 有 几何 学 和 三 角 学 方面 的 书籍 . 他 在 三 角 学 方面 的 成 
就 被 称 为 希腊 三 角 术 的 顶峰 , 他 在 自己 的 主要 著作 《球面 
学 》(Sphaerics) 的 第 二 篇 中 介绍 了 一 个 关于 球面 三 角形 的 定 
理 ( 即 下面 的 定理 4. 5), 这 个 定理 的 证 明 要 依据 上 面 的 梅 氏 
定理 ,所 以 人 们 认为 , 梅 氏 定理 的 证 明 他 早已 知道 ,或 已 在 他 
先前 的 著作 中 证 明 过 . 1678 年 ,意大利 几何 学 家 兼 水 利 工程 
师 塞 瓦 ( 见 第 五 章 ) 又 重新 发 现 了 这 一 定理 ,并 连同 他 自己 发 
现 的 定理 ( 塞 瓦 定理 ) 一 并 发 表 而 流传 于 世 ， 


$4.2 定理 的 证 明 
证 明 ”如 图 41, 过 点 C 作 CGA A 
DF X AB F GWARE = 8E, GE = G < 
GF N 
FA: B Sn 
所 以 AF BD CE _ AF BF 图 41 


FB DO EA FB GF 
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.GF _ | 
AF . 
梅 氏 定理 的 逆 命 题 也 成 立 . 
逆 定 理 ” 若 D.E、F 分 别 为 人 ABC 三 边 BC.CA、AB 上 
MRFS pe CE =1, 则 D.E.F 共 线 
证 明 WFE BC 3 D ,由 上 面 的 证 明 有 
AF.BD .CE 
FB DC EA ” 
AF BD CE 、 BD _ BD 
X FB DO EA l BIU D6- De 
AT D 与 忆 重 合 , 故 DE、F 共 线 . 


$4.3 ”定理 的 推广 


1. 将 三 角形 向 西边 形 
推广 

定理 4.1 一 直线 /截止 
n 边 形 AA,… A, 的 边 4A;,、 
AsAs AnA 或 其 延长 线 ! 
(不 过 顶点 A) 于 点 B, 


... AB, _ AB... 
Bz, sB,» 则 BA, BA; 图 A 
AB, + 
BA 


证 明 如 图 4-2, Æ AA, AA e AA, , 设 与 7 的 交 
点 分 别 为 G, Caste Cna WA 

AB, AB, ACi} 

BA, BAs CA ’ 
AC, . AB, , AC: | 
CA B;A, CA, , 


ACs a ,4B 4B _ 1 
C. A... BA, BA : 
将 上 面 诸 式 两 边 分 别 相 乘 即 得 
AB, AB, ABa _ 1 
B14; BA; B,A . 
当然 这 一 定理 还 可 以 应 用 数学 归纳 法 和 解析 法 证 明 , 如 
设 各 顶点 坐标 为 ACi y) Cyi Z 0, = 1.2、…、n) ,i 的 方程 为 
了 一 0, 则 
A,B, AB A,B, 
BA |? | BA | |B 
MER H, 4 n> 3 时 ,上 述 定 


As 
理 的 逆 命 题 不 成 立 ， MERR . 4 


全 i = 1, il B.B... Z G 
B,G8 n 2 4 R) 不 一 定 共 线 . B A A 

” 今 举 一 四 边 形 作为 反例 . 如 图 4-3 
图 4-3, A AG, // GA, // AA AMA 


|a 
Y2 
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Yn 
yı 


. 


=1. 


将 三 式 两 边 分 别 相 乘 ,有 
AB, , AB, AB, AB, _, 
B,A, B,As BsAs BA 
但 显然 B, B: B, B; 不 共 线 . 
2. .将 三 边 上 共 线 的 三 点 推广 为 不 共 线 的 三 点 
在 梅 氏 定理 中 , 如 果 我 们 引入 有 向 线段 的 概念 , 如 
图 4-1, 规定 BC 为 正 向 ,了 为 BC 延长 线 上 一 点 , 则 BD> 0, 


DC < 0, 因 此 六 < 0, 这 时 梅 氏 定理 的 结论 应 为 
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在 这 种 规定 下 ,我 们 又 有 下 面 的 推广 
定理 4.2 DEFY AAB 三 边 ( 或 其 延长 线 ) 上 三 
O HAS = aE = h Er = A.M 


Saner _ 1 十 Nat 
Sae Q + AC + À)G + A) 


所 以 SAapr = THES 
M 


= Fia T ia A ; 
同 理 


_ A 
SAcpE = OFANA py aac: B p. C 
s _ _— à _ ex 
AAF HADA + A ae 


spe = [2 + 
所 以 Saner = fı 一 [a FAITH + (Q T40G T 4 


À 
+F y ]]Saa 
_ 1 + AN ç 
= AFAA FA +.) A 
S ADEF __ 1 + AÀA; 
Sa QG + AD)GQ + ,)G FAN 
此 定理 还 可 用 解析 法 证 明 . . 
页 jh = 0=>A XA, 一 一 1, 即 为 梅 涅 劳 斯 定理 . 
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3. 向 空间 推广 
定理 4.3 一 平面 截 空间 四 边 形 A A,A; A, 四 边 AA 
AA; AA, A,A 分 别 于 B..B,.B,.B,.,I 
AB, , AB, , AB, , A.B, _ 
BA, ` B,A; ` BA BA 
证 明 如 图 4-5. 
车 B.B, / 44:， 则 A,A; 平行 于 
B,B,.Bs;B, 所 确定 的 平面 , 故 必 有 A,A, 


B 
/ BsB,, 显 然 上 式 成 立 . gp 
# BB NPTT AA TRAA ， `, 
$ BiB, BsB, 所 在 的 平面 交 于 P, 则 有 Bı 
A,B, , AB, AP _ 
BA BA, PA ” 图 4-5 


AB; , ABs AP] 
BA BA: PA ” 
两 式 相 乘 , 即 得 
AB, , AB; , AB; , AB, _ 
BAA, ` B,A, ` BA BA™ 
反之 ,还 可 证 明 


定理 4. 4 # B, Ó B,.B,.B, ASAE A142434, 
四 边 AA: AA AA AA (或 其 延长 线 ) 上 的 点 , 且 
AB, | A&B, 4B , A.B, _ 
BAA, BAs BA BA 
则 B, B2, B.B, +H. 
证 明 WE 4-5,4 B,B, // AAW 
AB, _ BAs 
BA, ` AB, ` 


41 


x 48 .4Bs AB, AB | 
BA, ` B,A, ` BA, ` B,A, , 
y A;B; . A,B, — 
WUO BABAT! 
所 以 B,B; Mh 4;, 从 而 Bi、B;、B;、Bs、 共 面 ; 若 B.B, 不 平 
行 于 4414s, 设 交 于 P, 则 有 
AB, AB, AP, 
BA, BA, PA `° 
又 AB, , AB; AB; AB, | 
BA, BA, BA B, , 
q AB, AB, AP _ 
所 以 BsAs BA PA, ` 


Jm B,.B,.P HZR, NIK B,B, 与 B,B, XF P, B..B,.B,. B, 3& 
l. 
4. 将 平面 三 角形 向 球面 三 角形 推广 
最 后 我 们 给 出 梅 氏 定理 向 球面 三 角形 的 一 个 推广 , 它 是 
梅 涅 劳 斯 的 《球面 学 》 第 三 篇 的 第 一 个 定理 . 
定理 4.5 设 4BC 为 球面 三 角 
形 ,一 圆 弧 与 ABC 三 边 或 其 延长 线 人 
分 别 相 交 于 D,E, F(E 4-6), 则 
sin AF sin BD .smcE_ | E D 
sin FB sim DC sin EA B 
该 定理 的 证 明 超出 本 书 范围 ， 图 4-6 
略 . 


$4.4 ”定理 的 应 用 


为 叙述 方便 ,不 妨 把 梅 民 定理 中 的 AABC 叫做 梅 氏 三 角 
JÉ. 直线 DEF 叫做 梅 氏 直线 . 
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1. 证 线段 相等 

例 4.1 在 人 4BC(C4B > AC) 的 边 4B、4C 上 分 别 有 点 
D.E,DE 的 延长 线 交 BC 的 延长 线 于 已 ,是 人 = PE RE: 
AD = AE. | 

证 明 ”如 图 4-7, 将 AABC 看 成 
梅 氏 三 角形 ,DEP 看 成 梅 氏 直线 , 则 由 p 


梅 氏 定理 ,有 E 
BP CE AD] 5 € P 
PC ` EA ` DB 
BP _ BD > AD = AE 447 
CP CE 
A; 2. 证 角 相 等 
例 4.2 如 图 4-8,BE = CD,EF 
E 二 DF, 求证; ZB = ZACB. 
C ABB 视 信 DAE 为 梅 氏 三 角形 ， 
F BFC 为 梅 氏 直线 , 则 有 


2 AB . EF . DC = 1 
图 4-8 BE ` FD ` CA = 全 =1 
BE = CD,EF = DF 
即 4B = AC, 所 以 人 B= ZACB. 
3. 证 线段 二 次 等 式 
例 4.3 如 图 4-9, 在 八 ABC 中 ,BD 4 
二 CE,DE 的 延长 线 交 BC 的 延长 线 于 i ` k 
点 下 ,求证 : 
AC + EF = AB + DF. B > F 


证 明 $ A4DE 看 成 梅 氏 三 角 — mao 
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É BCF 看 成 梅 氏 直 线 , 则 有 


AB DF EC _ 
BD ° FE ` CA” | 


BD = CE 


= AC ° EF = AB ° DF. 
4. 证 三 线 共 点 


A AAs 证 明 三 角形 三 条 中 线 交 


N. pn 设 中 线 BE.CF XFO, D 
为 BC 中 点 ,如 图 4-10, AAFC 看 成 
梅 氏 三 角形 ,BOE 看 成 梅 氏 直 线 , 则 有 

AB FO CE_] | 
BF`OC EAT! | =2FO = OC. 
AB = 2BF,CE = EA 
连结 AO 延长 交 BC + D ,将 人 FBC 看 成 梅 氏 三 角形 ， 
AOD 看 成 梅 氏 直线 , 则 有 
BD CO FA 
DG OF ABT! bozp = pc. 
OC = 2OF,AB = 2FA 
所 以 D 与 忆 重 合 ,因而 三 中 线 交 于 一 点 . 
5. 证 三 点 共 线 


例 4.5 如 图 4-11, 设 人 4BC 
的 ZA 的 外 角 平 分 线 与 边 BC 的 延 R ÍN 
长 线 交 于 P, ¿B 的 平分 线 与 边 C4_ N > 
XF Q, LC 的 平分 线 和 边 AB 交 于 | 


R, 则 P.Q.R 三 点 共 线 . 图 4-11 
证 明 KRAON 角 平 分 线 定 理 , 可 得 
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图 4-10 


BP CQ AR AB. BC CA) 
PO`QA RB CA AB BC ` 


所 以 ,由 道 定理 ,RQ、P HR. 
6. 解 定 值 问 题 
例 4.6 如 图 4 12, 过 人 XOY 的 平分 线 上 一 点 4, 任 作 一 
直线 与 OX.O7 分 别 相交 于 己 .Q, 求 证 ， 
d + 而 为 定 值 . 

证 明 过 A4 作 MN | 04, 交 OX 
F N.OY 于 M, 则 AM = AN,OM = 

4-12 ON, 将 AQAM 看 成 梅 氏 三 角形 ,OX 

看 成 梅 氏 直线 , 则 有 


MO QP , AN 

SAE Lg-g o 
MN = 2AN 

将 AANP 看 成 梅 氏 三 角形 ,OY 看 成 梅 氏 直线 , 则 有 


NO PQ AM _ 
OP "QA MN Cl) NO _ 240 @ 
MN = 2AM 
TOO 
MO NO 2PA 24Q 


OQ TOP QP T PQ 2 p 


所 以 too- ON ED. 


7. 求 比值 AE 
AB _ DF 
例 4.7 如 图 4-13,- A BC FB 4 Ë C 
— DE AF 4-13 
= 2 R ECFE 图 


解 ” 将 人 DBC 看 成 梅 氏 三 角形 ,AE 看 成 梅 氏 直线 , 则 
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有 

DF.BA.CE_, DE_DF.BA_2.2_4 

FB ”ACG ED ` EC FB ACTi’ 3° 
将 AACE 看 成 梅 氏 三 角形 ,DB 看 成 梅 氏 直线 , 则 有 
AF ED .CB AF DC AB 7 2 7 


FE DC BA O FE ED CB 4°1™ YS: 
3. 证 线段 的 和 差 倍 分 A 
例 4.8 ”如 图 4-14,E 为 人 4B8C 的 p 
BC 边 上 的 中 线 4D 上 的 中 点 ,求证 :4P 
= +CP,BE = 3EP. B í c 
证 明 视 信 4DC 为 梅 氏 三 角形 ， 4-14 
BEP 为 梅 氏 直线 , 则 有 1 
CB DE AP _ 
BD EA PC ` loar = tcp , 
BC = 2BD,DE = EA 


W. ABCP 为 梅 氏 三 角形 ,AED 为 梅 氏 直线 , 则 有 

CA.PE BD _) 

AP ` EB ` PC He — EP. 

AC = 3AP, BD = DC 

例 4.9 如 图 415, 在 人 4BC 中 ， 
AB > AC, 过 BC 中 点 DD 作 直 线 垂直 于 
4 的 平分 线 交 4B 于 匹 , 交 4C 的 延长 
RF F, RIE:BE = CF = +(AB 一 
AO. 

证 明 SiE AE = 4F, 视 人 A4BC 
为 梅 氏 三 角形 ,EDF 为 梅 氏 直线 , 则 有 


46 


AF .CD.BE_ | 
FO DB EA ` 


又 AE=AF,BD=CD, 所 以 BE = CF, 
mO FAB- AC) = $ (AE + BE 
— AC) 


(AF + CF — AC) 


|+ 2CF = CF. 
所 以 BE = CF = Tag — AC). 
关于 梅 氏 定理 的 应 用 ,后 面 还 会 看 到 |. 


练习 与 思考 
1. 如 图 ,已 各 各 3 BC 一 2 未 2 


EC 2°CD 5 REF 


(第 1 题 ) 


(第 2 题 ) 

2. 如 图 ,已 是 正方 形 ABCD 对 角 线 的 交点 ,AF 平分 
ZBAC,DH | AF,H 3#AR ,DH ž AP+G,2 ABFE, # 
证 :BE = 2PG. 


3. 如 图 ,已 知 M.N 分别 是 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 AC. 
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BD 的 中 点 ,直线 MN 交 AB.BC.CD.DA SHKAF PQ, 
RS ki | AP _ CQ _ CR _ AS 


BP BQ DR DS: 


A 
p 4 
AY LLA 
P AP 
(第 3 题 ) (第 5 题 ) 


4. B E.F 22 AABC 的 BC 边 上 的 点 ,BE: EF: FC 
=]: 2: 3,D 22 AC 中 点 ,DB 被 AE、AF 459 Z= E 2 >, 
y.Z, K. z: y t z, 

5. M.N 分 别 为 OABCD 的 边 BC.CD th š, AM.AN 
分 别 交 BD + PQ. 求证 :SAaBP = Saar = SaD 

6.G 为 AABC 的 重心 ,KGH 为 


.. BH CK a A 
AAPC BRR, RE Tra 十 gA 为 定 
值 . 
(提示 ,延长 HK 5 BC + E) ñ 
B £ c 
(第 6 题 ) 
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”re 


$5.1 E 理 
与 梅 涅 劳 斯 定理 对 偶 的 有 


塞 瓦 定理 ” 设 DE、F 分 别 为 八 ABC 三 边 BC.C4、4B 
或 延长 线 上 的 点 , 且 AD.BE.CF 平行 或 共 点 , 则 


塞 瓦 (Ceva,1648 ~ 1734 P) 是 意大利 几何 学 家 ,水利 工 
程 师 . 上 述 定理 载 于 他 的 《关于 直线 》 一 书 中 , 他 用 纯 几 何方 
法 和 基于 静 力 学 规律 ,从 不 同 的 角度 证 明了 这 一 结论 ,并 把 它 
和 自己 重新 发 现 的 梅 氏 定理 一 同 发 表 而 流传 至 今 . 

塞 瓦 定理 是 解决 共 点 线 问 题 的 有 力 工具 . 


§ 5.2 ”定理 的 证 明 


证 明 AD / BE // CF, 如 图 5-1Ca), 则 
AF ,BD.CE_DC.BD.CB_, 
FB DC EA ` BC DC ` BD , 
若 AD. BE CF 交 于 点 O, 如 图 5-1(b)， 
因为 AF — S aarc 9Aaro _ SAAFC — S AAFO S OAC 
FB S AFBC S AFBO S AFBC T S AEBO ~ Saor’ 
— BD SAoag CE _Saom 
同 理 PC C Soc EA Saos 
q AFE BD CE _ Saos , SA948 , Saor 
MA FB’ DC’ EA™ Sro Sron Sanoa | ' 
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(a) 图 5-1 (b) 
塞 瓦 定理 的 逆 命题 成 立 . 
an # D.E.F 3l A ABC 三 边 BC.CA. AB sk: 
AF . BD .CE _ ë 

或 共 点 . 

证 明 ayi 22. CE 1. BE // CF7 AD 
// BEX BC F D (图 5- aD, n BE 与 CF 交 于 点 D, 连 40， 
设 与 BC 交 于 D ,由 塞 瓦 定理 有 


ERTER APD 一生 ,D 与 D 重 合 , 故 AD、.BE、CF 平 
行 或 共 点 ,命题 得 证 . 


$ 5. 3 ”定理 的 变形 与 推广 


1. 将 塞 瓦 定理 中 的 线段 换 为 角度 

定理 $.1 D、E.F 分 别 是 人 ABC 三 边 BC、AC、4AB 上 的 
点 ,4D 与 4B、AC 的 来 角 分 别 为 mw. , BE 与 BC, BA 的 夹 角 
分 别 为 B1.B,CF 与 CA.CB 的 夹 角 分 别 为 7i、72. 若 ADBE、 
CF 平行 或 共 点 , 则 

sina, , Sinf; , Sin% 

sina, ` sinB, ° sin”, 一 


证 明 如 图 5-2 PR Ika ye gi IF yE F T 
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C4.，4B. BC. 
AF BD CE _ siny” sina ne) singh 
FB DC EA BC. „CA. AB. 
iny inane np inb: 
_ sinasinBisin7 _ 
~ sinassinpzsin7,。 — ` 


图 5-2 
故 定理 5. 1 与 塞 瓦 定理 是 等 价 的 ,所 以 还 有 逆 命 题 成 立 . 
定理 5.2 车 DE 分别 是 八 ABC 三 边 BC.CA、AB 上 
的 点 ,4D 5 ABAC 的 夹 角 分 别 为 a、az,BE 与 BC、BA 的 夹 
角 分 别 为 BL、B,CF 与 CA.CB HRADIA Yia 
sinasinfisin7 
RJ 4D、BE.CF 平行 或 共 点 . 
2. 将 三 线 共 点 或 平行 推广 为 两 两 相交 
定理 $.3 #D.E.F YB] AABC=38 BC.CA.AB E 


的 点 , 第 = a PO = 4, Sk = A,AD.BE.CF 相交 得 


和信 PQR( 图 5-3) , BJ 


SAPR 一 (Na — D? 
Saa A+A HAA + Aa + AAA + À + 44) ， 


证 明 因为 CRF AARD. 由 梅 涅 劳 斯 定理 有 
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AR AQA) MÆ MN. 


=> = 一 一 一 -一 一 一 一 一 D 
AD  1+ A + AA, ` R] 5-3 
SARE 1 À H Ag 4 
AtA) ， 1 ,5 
 1+ A + ÀA 1 + L, AARC 
À 


= IFA F Ag AAC 


= _ Àz 
同 理 有 SAABP 一 1 十 Az + A AS Aaa?» 


— 3 
SAace “1 十 À, + TLS A 


— — À, LA 
从 而 Sama = [1 GTA tin t Itari P 
À; 
ITA + TR Sa 


- Q — XA)? s 
Q TA FADA 十 为 十 CI 十 各 十 Ah) 


所 以 Sarga _ (1 — AAA) 
Saa AFA + AL) + À + AG + À; + Àd) 


显然 当 AD.BE.CF 交 于 一 点 时 ,SAeeR = 0. 有 As = 
1, 为 塞 岂 定理 (三 线 共 点 的 情形 ) ;反之 ,由 入 hh = 1( 因 AD. 
BE、CF 必 两 两 相交 ) ,又 导出 Sarr = 0, 即 三 线 共 点 . 


§ 5.4 ”定理 的 应 用 


用 塞 瓦 定理 证 三 线 共 点 问题 有 特殊 效应 , 
例 5.1 证 明 三 角形 的 三 条 高 交 于 一 点 . 
证 明 《如 图 5-4, 因 为 wm = 7,, 
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oi 


B, = a,,Y, = B,, UA 


sinawsinpBisiny _ 4 
sina,sinB,siny, ~ F 
又 AC. BC 相交 , 故 其 垂 线 AD、BE E 
不 平行 ,由 定理 5.2, 有 AD、BE、CF 共 
点 BLS pc 
例 5.2 证 明 图 5.4 
三 角形 三 内 角 平 
分 线 交 于 一 点 . 


证 明 4ni 5-5, A a, = a, pi = Ba 
Y, = 7,, 
， sinamsinpisinX _ 
图 5.5 所 以 sina,sinñ,sin7, 
故 三 角 平 分 线 AD. BE CF 交 于 一 点 . 
例 5.3 设 点 D.E.F 是 人 ABC 的 内 切 圆 或 旁 切 圆 在 边 
BC.CA. AB 或 延长 线 上 的 切 点 , 则 AD, BE CF 共 点 . 


F E 
B D c 
图 5-6 

证 明 ”如 图 5-6, 据 切线 长 定理 ,有 EA4= AF.FB = BD. 

DC = CE, 
yAF .BD CE _ 

AFB’ PC EAT +L 

故 AD, BE CF 共 点 . 


例 5.4 人 4BC 的 三 个 旁 切 圆 分 别 与 边 BC.CA、4B 相 
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YFA DEF, 则 AD.BE. 
CF 共 点 (图 5-7). 
证 明 设 入 4BC 三 边 为 
abep = TG + b+ O. 
BW AF= p—b=CD, 
AE=p—c= BD, 
BF=p—a=CE. 
A 第 . Pe . E 一 1， 
所 以 ”AD、BE.CF 共 点 . 
例 5.5 通过 三 角形 顶点 并 分 (内 分 ) 对 边 成 为 与 邻 边 平 
方 成 比例 的 两 部 分 的 直线 交 于 一 点 . 
和 证 明 (如 图 5-8) BEHA abc. 


F 


a 
B D 
Aes Ç 所 以 AD BE CF 共 点 . 


练习 与 思考 


2. 平行 于 人 A4BC 的 边 BC th ERX ABAC + D.E, BE. | 
CD x+ S. W| AS 的 廷 长 线 汉 过 BC 边 的 中 点 下 + 
3.5 为 人 ABC 的 中 线 AF 上 的 任意 一 点 ,GBS 2 AC + E, 
CS z AB f D, it DE // BC. 
4. BD D.E F 7AA AABC åh BC.CA. AB d Lá) A, 


Epp = FA 2. AD 5 BE.CF z+ P.Q,BE # CF 


+ R,P) AABC 的 面积 是 人 APQR 面积 的 几 倍 ? 
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$61 公 式 


秦 九 韶 公 式 。 设 三 角形 三 边 分 别 为 a.b、c, 则 三 角形 面 
积 


s =+ c2a2 一 = `. 

KS 24 WJ JUN Zes  tbn|— bk 81 2ys&, 

秦 九 韶 ( 字 道 古 ,公元 1202 ~ 1261 年 ) ,南宋 数学 家 , 与 
李 痛 ,杨辉 、 朱 世 杰 齐名 , 同 为 我 国 数学 黄金 时 代 宋 元 时 期 的 
四 大 数学 家 . 

秦 九 韶 在 其 数学 巨著 ( 数 书 九 章 》 卷 五 中 ,所 述 的 第 二 题 
是 “ 问 沙 田 一段 , 有 三 斜 ( 三 角形 三 边 ) ,其 小 斜 一 十 三 (小 边 
c = 13) 里 ,中 斜 一 十 四 (中 边 2 = 14) 里 ,大 斜 一 十 五 (大 边 
a = 15) 里 ,里 法 三 百 步 (每 300 步 1 里 ). 欲 知 为 田 几 何 ?”% 答 
日 : 田 积 三 百 一 十 五 需 ( 每 100 WS 1 Hi). ” 

“ 术 日 :以 少 广 求 之 ,以 小 斜 蜡 (c?) FKR R GN a) 减 中 
RRO), RFRA 2), 自 乘 ( 平 方 ) 于 上 ;以 小 斜 客 乘 大 
斜 容 减 上 (用 ca: 减 去 上 式 ) , 余 四 约 之 ( 除 以 4) ,为 实 ;一 为 从 
隅 ,开平 方 得 积 .” 

对 于 方程 pz: = 9, 秦 九 韶 将 9 称 为 实 ,p 称 为 隅 .“ 一 为 从 
FB” 即 p = 1. 其 求法 即 为 


S? = Lea [itge] 
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_ 1 Ja, [+e 12 
S 一 ° CQ 一 = . 
这 就 是 秦 九 韶 的 三 斜 求 积 公式 . 
实际 上 这 个 公式 中 的 三 斜 具 有 “对 称 性 ”,a.b、c 只 要 分 别 
表示 三 边 即 可 ,不 一 定 专 指 大 斜 .中 斜 、 小 斜 
EG p = atot OMER S AREN FE: 
S: = Elac) — (a + e — BD 
= 1 2 — — — 2 
= TSG +a) PJ — (c — a)23 


一 二 二 十 OCTc 一 DO 二 ec 一 0 人 十 < 一 9 
= p(p — a)(p — b)(p — c). 

得 S= Vp(p — a) (p — b)(p — o). (*) 

上 述 公式 西方 称 为 海伦 ( 见 第 二 章 ) 公式 ,相传 这 个 公式 
是 海伦 发 现 的 . 其 实 早 在 古 希 腊 时 , 阿 基 米 德 (Archimedes, 公 
元 前 287 一 前 212 年 ) 就 已 知道 了 这 一 公式 ,海伦 在 他 的 著作 
(BEEF) 一 书 中 给 出 了 这 一 公式 的 一 个 证 明 , 遂 以 得 名 . 

在 长 期 封闭 的 中 国 封建 社会 , 秦 九 韶 的 “三 斜 求 积 公式 ” 
是 完全 独立 发 现 的 ,海伦 公式 显然 是 秦 九 廊 公 式 的 一 个 推论 ， 
而 海伦 只 是 证 明了 这 个 公式 , 因此 我 们 应 称 (* ) 式 为 秦 九 
H-A 伦 公式 ， 


§ 6.2 ”公式 的 证 明 


首先 我 们 介绍 秦 九 韶 本 人 对 “三 斜 求 积 公式 ”的 证 法 . 
证 明 1 如 图 6-1(a), 作 高 4D==h, 设 BD=m,DC = n. 


由 S = 去 th (古代 称 为 圭 田 求 积 法 ) 
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ARE S= Lem 
由 勾 股 定理 2 = 2 — m 
18 @ ICA. O 8 

S = Tae 一 mè) = GG 一 a2mš) 
XIK@íf8 P> = h2 + = = c — m° + xn 
从 图 6-1(b) ,由 演 段 法 得 知 


n = a2 十 ne — 2am 


A U 


@ eg ee 


图 6-1 
以 回 代 入 加 得 
b = ë — m + a: + m° — 2am = c + e — 2am, 
_ 2 +a Bb 
m 一 2 


2 1 2 2 
代入 图 得 : S: = 人 | ca — a 


所 以 S= t C202 — 
即 “ 三 斜 求 积 公式 ”得 证 . 
下 面 我 们 来 证 明 秦 九 韶 - 海伦 公式 . 
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证 法 2 同 证 法 1 所 设 , 有 


C = h + rê @ 
Ë = + D 
© — D1 e — e = @ + n)@ — n) = alm — (a — m)) 
= 2am — a, 
m= Lc 5 
2a 
FEA P =e — m 
=e (SEEP) 


_Utbtou-btoatb>-olatibto) 
4a? 


_ 16p(p — a) (06 — b)XX0 — O 
=> ba 


n = 2V2 AVEN ETA 


a. 


所 以 S = ah = VPP DP OD. 
S , ETET: 


BIDA S = Fab + sinC = Lab v1 — cos?C 


Jo EE 


化 简 整 理 得 AADA S a 
证 法 4 如 图 6-2, 设 O.O 分 别 为 人 A4BC 的 内 心 与 旁 心 ， 
r R E O0, OO 的 半径 ,DE 是 切 点 ， 易 知 AE = p,AD = 
p—a,DB = p —b,BE = p — c,h F ZOBO = 90°, 
所 以 RtABOD o RtAO BE, 
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2 


四 

即 p—c R 
2 (é — b)(0 — o) É 
得 R = r @4 D B E 

X AAOD o AAO E, 

图 6-2 

、 OD 

HX GE = Mp = P @ 

H @.@ 可 得 


(p — a) ( b) (P o 


r 


S = pr = (p—a * R= 
bP VP- pe) 
S 


所 以 S= Vp(0 — a) (0 — bD (0 — o). 
证 法 5 如 图 6-3 所 设 ,@OO 为 
A ABC 的 内 切 圆 , 则 
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L Pla + y + >) = ayz, 
rp = (p — a)(p — b)(p — c), 

所 以 S = Crp} = p(p — a) (p — b) (p — c) 
= V pp — OO (p — b) (p — o). 


证 法 6 如 图 6-3， 
` A r A z 
上 5 = $= —— 
所 以 sin = cos 了 = 
所 以 S= x+ .sin4 一 二 pc ° . 2sin $» cos £ 
= .— Ü _ ,— I n 
JeF JEF” 
— bc ° r. 
= = P 
=>pr = (bc — pz)z = Ca + z)@ + y) — (z + y + z)z)z 
= ZVZ， 


HA E= 0p)?= p(p — a (p — b) (0 — o), 

所 以 S= /p(p— a) (p — b)@@0 — o). 

当然 ,本 公式 还 有 行列 式 证 法 、 复 数 证 法 和 其 它 方法 . 
§ 6.3 ”公式 的 推广 

1. 将 三 角形 向 国内 接 四 边 形 推 广 


定理 6.1 设 4BCD 为 圆 内 接 四 边 形 ， 
AB=a,BC=b,CD=c,DA = d,i% ` 


p= T0a+b+c+d,W 


S= /(p—a)(p — b)XX(p — c)(0 — d). 
证 明 ”如 图 6-4, 设 4C = m,DB = n, BRAR AE 
(Bretschneider) 公式 和 托 勒 密 定理 ( 见 第 七 章 ) ,有 
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=i V 4m2 — (a: — P: + ë — dy 
_ 1 


VA (ac + bd: — (2 — P + — dy) 


| 


=Å VaTbTrc C QG T td b) 


心 


eVlatb+td-96FdFce— a) 
= /0@ — aG DG OG 
显然 当 d 二 0 时 ,四 边 形变 为 三 角形 , 秦 九 韶 一 海伦 公式 
为 其 特例 . 
2. 向 任意 四 边 形 推广 
定理 6.2 在 四 边 形 ABCD 中 ,4B = a,BC = b,CD = 
c,DA =d i p= a+b +c +d), ZA+ ZC = 29,0 
边 形 面积 
S= V (p — a)(0 — b) (0 — c (0 — d) — abcdcos:6. 
证 明 如 图 6-5, D 
所 以 SAABD 一 + adsinA, 


a c 
ÑSABCD = pcsinC, 
所 以 S= LadsinA + SbcsinC | 2 
B 


4S? = (adsinA + bcsinC)°. 
而 BD = a + d? — 2adcosA [d 5 
= b? + e — 2bccosC . 
所 以 adcosA — becosC 


=- y@ + ë — e — d). 
故 44 TG +e — 2 — db 
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= (adsinA 十 pcsinC): + (adcos4 一 bccosC)2 
= æd + be 一 2abcdcos20 
= æd 十 be 一 2abcd (2cos20 — 1) 
= (ad + bc)? 一 4apcdcos20. 
FE 166? = 4(ad + bc} — (2 + e — 22 — d) 
一 16apcdcos20 
= 16(0 — a)(p — b)XX0 — c) (0 — d) 
— 16abcdcos20 
所 以 S = VGD b) (p — o) (0 — d) — abcdcos20. 
显然 当 20 = 180° 时 ,四 边 形 为 圆 内 接 四 边 形 ,定理 6. 2 
即 为 定理 6. 1. 定理 6. 2 还 表明 ,在 四 边 形 四 边 一 定 的 情况 下 ， 
以 内 接 于 圆 的 四 边 形 面积 最 大 . 
3. 向 四 面体 推广 
定理 6.3 设 四 面体 共 顶 点 的 三 条 楼 的 长 为 a.b、c,a、B、 
7 是 其 相 邻 的 棱 组 成 的 面 角 ,w 是 这 三 个 面 角 之 和 的 一 半 , 则 
四 面体 体积 


yV 一 abc VsinwsinCw — a)sinCw — P)sin(Co — 7). 


这 与 秦 九 韶 一 海伦 公式 也 是 极 相似 的 . 
如 果 我 们 把 秦 九 韶 的 “三 斜 求 积 ” 公式 


S 一 六 | a 一 k =i 
变形 ,整理 ,可 得 已 知 三 角形 三 边 求 面积 的 “三 边 求 积 ”公式 
S= + VP + 9 p 2 a O 
对 四 面体 也 有 类 似 的 “六 楼 求 积 ”公式 ,这 即 是 
定理 6.4 ”车 四 面体 茶 一 个 面 的 三 条 棱 长 为 a bd, E 
们 的 相对 楼 的 长 分 别 为 a.bc, 记 
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P = (ad PÆ +b? p 2 d 2 — 22 — 22), 
Q = WYE + 2 +a a — 2 — 2), 
R = Ge )2(a2 +d? + by d D2 — 2 — 2), 
S = (gabe 二 (a'bc)° + Oca)’ + (cab), 
则 四 面体 的 体积 ; 
= x /PTQ+R= S. 


与 个 式 酷似 ,公式 中 的 P.Q.R 分 别 为 四 面体 相对 ( 即 互 为 异 
面 ) 两 棱 积 的 平方 乘 以 另外 四 条 棱 的 平方 和 与 这 对 楼 的 平方 
和 的 差 所 得 的 积 ;公式 中 的 S 为 四 面体 每 个 面 上 三 条 楼 的 积 
的 平方 和 . 抓 住 这 些 特点 ,“ 六 楼 求 积 ” 公 式 也 就 容易 记 住 了 . 
定理 6. 3、 定 理 6. 4 的 证 明 超出 本 书 的 范围 ,这 里 略 去 . 


§ 6.4 ”公式 的 应 用 


例 6.1 Æ AABC t}, E AB = 14,BC =13,CA=15 
有 一 圆 圆心 在 4B E, E43] AC. BC 相 
切 , 求 此 圆 的 半径 . 

解 “如 图 6-6, 设 圆 D 的 半径 为 尺 , 切 
点 为 D.E, 连 OD.OE, 则 OD = OE = R, 
HOD | AC,OE | BC. ` 

因为 S AAC + Saor = SAABc 

HJ UY - 海伦 公式 ,有 

BR 十 BR = /21@1 CI 14) C01 15). 

解 之 得 ”R= 6, 即 圆 O 的 半径 为 6. 

例 6.2 已 知 三 角形 三 边 的 比 是 9 : 10 : 17, 它 的 面积 是 
144 平方 米 , 求 这 个 三 角形 的 各 边 的 长 . 
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R 。 设 三 角形 三 边 分 别 为 ok .10k.17k ,由 泰 九 说 - 海伦 
公式 ,有 

144 = VI8RC18 — 92) 8k — 10k) G8 一 17k). 

解 之 得 & = 2, 故 三 角形 三 边 分 别 为 
18 米 .20 米 .34 米 . 

例 6.3 ”证明 同时 有 外 接 圆 和 内 切 
圆 的 四 边 形 , 它 的 面积 等 于 四 边 连 乘积 的 
平方 根 . 


证 明 ”如 图 6-7， 
因为 p=a+c=b+d, 图 6-7 
所 以 S = /(p — a)(0 — b) Xp — c) (p d) 
= Vabd . 
练习 与 思考 


1. 已 知人 4BC 的 三 边 为 a.b.c, 求 高 h..h,.h.. 

2. 已 知人 A4BC 三 边 为 ac, 求 内 切 圆 半径 7 和 外 接 圆 半 
径 民 . 

3. 边 长 和 面积 都 为 整数 的 三 角形 称 为 海伦 三 角形 . 其 边 
长 构成 的 数组 称 为 海伦 数组 . 如 : 

(5,5,6),C13,20,21),(25 .51,52) 

(41,104,105)，…… , (a sbnsCn) 
设 半 周 长 为 亏 , 写 出 0、p gni kA, HRH anbar 在 cs 上 
的 射影 ,观察 它们 有 什么 美妙 性 质 . 

4. Z448 S-ABC 中 , 侧 酚 SA、SB、SC 的 长 分 别 为 a.b、c， 
3. ZASB = 60°, Z ASC = 人 BSC = 90", 求 此 棱锥 的 体积 . 


64 


BEE FER AEM 


$71 E 理 


托 勒 密 定理 。 圆 内 接 四 边 形 的 两 组 对 边 乘积 之 和 等 于 

两 对 角 线 的 乘积 . 
托 勒 密 (C. Ptolemy , 约 公元 85 ~ 165 P) 是 埃及 天 文学 、 
地 理学 家 ,也 是 三 角 学 的 先驱 者 之 一 . 他 的 研究 对 科学 的 许多 
领域 (数学 、 物 理学 、 地 理学 、 特 别 是 天 文学 ) 都 有 共有 重要 意 
义 , 在 《天 文学 的 伟大 数学 结构 江 共 十 三 卷 ) 这 部 著作 中 , 托 
勒 密 力 图 从 数学 上 论证 自己 的 地 心 系 学 说 . 在 波兰 天 文学 家 
E H Je CCopernius, 1473 ~ 1543 年 ) 建立 正确 反映 现实 世界 
的 日 心 系 之 前 , 托 勒 密 体系 统治 了 14 个 世纪 . 托 勒 密 还 以 下 
列 事实 而 闻名 . 他 第 一 个 怀疑 网 几 里 得 平行 线 公设 的 明显 性 ， 
试图 推 证 出 它 的 正确 性 来 ,这 为 后 来 许多 几何 学 家 类 似 的 尝 
试 开 了 了 个头, 一 直到 罗 巴 切 夫 斯 基 (Jlo6ageBctkrii,1792 ~ 1856 
年 ) 才 从 这 种 失败 的 尝试 中 “醒悟 ”而 发 现 了 非 欧 几 何 . 在 《4 数 
Z% FAJE (Mathematical Syntaxis) 这 部 主要 著作 中 , JJ 
密 继 承 了 吉 巴 尔 赫 的 算 弦 术 以 及 备 纳 与 毕 达 哥 拉 斯 的 几何 成 
果 , 同 时 利用 上 述 定理 有 效 地 改进 了 计算 弱 长 的 方法 . 他 根据 
两 个 已 知 弧 所 对 的 弦 长 , 求 出 这 两 个 纤 的 和 或 差 所 对 的 弦 长 ， 
以 及 已 知 弧 的 一 半 所 对 的 弦 长 . 并 使 用 60 进 制 的 分 数 , 列 出 
M o F 180° 每 相差 0. 5° 的 弦 长 表 , 这 就 是 第 一 个 三 角 函 数 
表 , 拿 他 的 这 张 表 与 今天 的 正 弱 函 数 表 比较 , 便 可 知 他 的 计算 
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是 十 分 精确 的 . 上 述 定理 其 实在 他 之 前 就 有 了 ,但 这 个 定理 对 
计算 这 张 表 是 必 不 可 少 的 , 托 勒 密 把 它 作 为 引 理 给 予 证 明 , 故 
因此 而 命名 . 
$7.2 ”定理 的 证 明 
探索 托 勒 密 定理 的 证 明 , 是 件 有 趣味 的 事 ,下 面 仅 给 出 有 
代表 性 的 四 种 证 法 . 
证 法 1 如 图 7-1, 在 BD 上 取 点 P, 使 人 PAB= CAD, 


HJ AABP o AACD 于 是 
AB _ BP 


“C = Cp >AB - CD = AC -+ BP © 
BC _ AC 
又 AABCco AAPD= Pp = 35 
= BC » AD = AC + PD @ 


中 十 回 得 
AB .CD+ BC.AD= AC » (BP + PD) = AC - BD. 


图 7-1 图 7-2 
证 法 2 如 图 7-2, 在 AR 延长 线 上 取 点 P, 使 LPCA = 
DCB, 则 A4CP cn ADCB, 
于 是 áE = AESAC - BD = CD > AP @ 
MH LCBP = ZADC,ZBPC = ZCBD = ZCAD, 
得 AACD o A PCB. 
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所 以 pp = pe >AD + BC = CD + PB @ 
@—@# AC:BD-— AD : BC = CD(AP — PB) 
= AB. CD 


即 AC. BD= AB+-CD + BC : AD. 


证 法 3 如 图 7-3, 作 AE // BD XEF E, j£ EB EC, 
ED, 则 


AEBD 为 等 腰 梯 形 , EB = AD,ED = AB,ZABD = /BDE 
= a, H ZEBC + ZEDC = 180°. 


因为 San = AC . BD » sin/ AGD 


一 Lac < BD - sin(a + B) 


= Ł4C . BD. sin Z EDC . © 
又 Se = Sae + Saep 
= ŻEB. BC + sin Z EBC + JED. pc. 
sin/ EDC 


(EB * BC + ED + DO) » sin EDC 
@ 
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易 知 Sagcp = Sgpco; 比 较 @、@@, 并 将 EB = AD,ED = AB R 
入 即 得 
. AC - BD = AD : BC + AB : DC., 

证 法 4 如 图 7-4 所 设 ,4B = a,BC = b,CD = c,DA = 
d, AC =m,BD =n, Z ABC = 6,4 AABC# AADC 中 依 余 
ZERA 


m? = a° + b° — 2abcos0 D 
= Ê + dš — 2cdcos(180° — 0) 
= č + dš 十 2cdcos0 
@ x <d + (@ X ab 88 


Lab + cd)m = cd(a2 + D?) + able + d°). 


_ [eD ad t toO 
ab + cd 


间 理 有 


(ab + cd) (ac + bd) 
ad + bc 
两 式 相 乘 即 得 rm = ac + bd . 


在 例 22. 3 中 我 们 还 可 以 看 到 它 的 另 一 有 趣 的 证 明 . 
$7.3 ”定理 的 推广 


1. 向 直线 上 推广 
如 果 我 们 把 AD 剪 开 , 展 成 直线 ( 即 当 图 的 半径 无 穷 大 
时 ), 托 勒 密 等 式 也 成 立 . BI! 
定理 7.1 车 A.B.C.D 为 一 直线 上 依次 排列 的 四 点 , 则 
AB .CD+ BC + AD = AC + BD. 
证 明 ”如 图 7-5, 有 
AB ° CD + BC : AD 


n = 


68 


= AB .CD + BC . (AC + CD) — 

= AB-CD+ BC - CD+ AC: BC 

= (AB + BO) + CD + AC + BC 

= AC. (CD + BO) = AC . BD. 

2. 向 任意 四 边 形 推广 

定理 7.2 设 ABCD 为 任意 四 边 形 , 则 有 

AB .CD 十 BC + AD AC .BD. 当 有 目 仅 当 A.B.C.D 共 
圆 时 取 等 号 . 

证 明 如 图 7-6, 取 点 EE, 使 LBAE a 
= ZCAD, ZABE = AACD. 则 É 

AABE V AACD> È = EAR 
. CD = AC + BE @ 
yy AD AE AD _ 项 


AC T AB AE™ AB 


—>A 人 ADE 
ZDAE = /CAB 图 7-6 
AD _ ACAP. RPL AC, P 
a AACB—> ED = se AD BC = AC + ED (u 


@-+(0# ABCD -+ BC : AD = AC + (BE + ED). 
因为 BE 十 ED 之 BD， 

所 以 ABCD -BC -+ AD > AC + BD. 

F5 A EE BD E.,EBl 人 ARD = 一 4CDP 时 成 立 , 由 此 
可 知 A.B.C.D 内 接 于 圆 ,此 即 表明 托 勒 密 定 理 的 逆 命 题 也 
成 立 , 即 有 

定理 7.3 ”在 四 边 形 ABCD 中 , 若 

AB +CD + BC. AD = AC + BD, 

则 A,B,C. D 四 点 共 圆 . 
为 了 更 进一步 地 揭示 四 边 形 中 六 条 线段 间 的 数量 关系 ， 
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我 们 发 现 还 有 

定理 7.4 在 四 边 形 ABCD 中 , 恒 有 

(AC . BD) = (AB » CD} + (BC .4D) — 2(AB + 
CD) (BC + AD5cosa, HH a = B + DG A + O). 

证 明 ”如 图 7-7, 在 AB、.AC、AD 上 分 别 取 点 BC、D 
使 4B .4B = AC » AC = AD: AD =1, 则 B.B'.D .D 共 
圆 ,于 是 有 

BD _ 


A 


= AB. AD o7 
同 理 ， 有 B.B' C .C + B,C, 图 7-7 
C'.D'.D 共 圆 , 故 有 


BC = PC 


AB ° AC © 
CD 
CD = 3C. AD B 


在 人 ABCD 中 运用 余弦 定理 ,有 
B'D2 = B'C2 + CD? — 2B'C » C'DcosZB'C'D 又 
LBCD = ZXZB'C'A+ XAC'D = ZABC + ZADC =a 
EK OOO RRA 
[38.25] = (BT) + RD) 
AB. AD AB. AC AC ° AD 
2 BC 。 CD cosa. 
AB: AC AC. AD 
两 边 同 乘 以 (4B. AC - ADY 得 
(AC + BD} = (BC + AD} + (AB . CD} 
— 2(AB + CD) (BC » AD)cosa. 
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3. 向 空间 四 边 形 推广 

把 平面 四 边 形 向 空间 四 边 形 推广 ,也 有 类 似 结论 . 

定理 7.5 在 空间 四 边 形 ABCD 中 , 恒 有 

AB .CD+ AD +: BC > AC : BD. 

如 图 7-8, 只 要 将 A ABD 2 BD Jë 
转 到 ABCD 所 在 平面 内 , 然后 利用 定 D 
理 7.2 并 注意 4C<4C 即 可 得 证 . /~ 

定理 7.6 在 空间 四 边 形 apcp2 ——— 
中 , 记 二 面 角 A-BD-C 为 9, 人 BAD = 
A, ZBCD = C, 则 

(AC » BD = (AB .CD) + (BC . DAX 

— 2(AB .CD) (BC . DA) (cos0sinAsinC + cosAcosC) @ 

定理 的 证 明 限 于 篇 幅 , 我 们 把 它 略 去 . 但 由 公式 O 不 难 
看 出 ,前面 的 几 个 定理 都 是 它 的 特例 . 

当 A、.B.C.D 其 面 时 , 即 9 = 180°, 此 时 ， 

(AC .5D) = (AB .CD) + (BC » DAY 

— 2(AB .CD)CBC.D4)cos(4 二 C) @ 


图 7-8 


即 为 定理 7.4 . 

LŽ 0 = 180°, HA +C = 180° B A,B,C DANGI 
线 ). 
j| AC. BD = AB. CD + BC : DA. 

又 若 0 = 180" ,将 四 变形 ,有 

(AC - BD} = (AB .CD 二 BC.D4) — 2(AB ° CD + 
BC + DA)(1 + cosa) < CAB + CD + BC : DAX 
则 AC.BD=< AB-CD+ BC: DA 即 定理 7.2 . 

仿 此 ,从 式 加 出 发 ,同样 可 以 导出 定理 7. 5. 
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$7.4 ”定理 的 应 用 


托 勒 密 定理 在 解 题 中 的 应 用 是 灵活 而 精彩 的 ,下 面 略 举 
几 例 . 

1. WARRE 

例 7.1 已 知 ab.c 为 RIAABC 的 三 边 ,c 为 斜 边 求证: 
az + = c°. 

证 明 ”如 图 7-9, 作 BD // AC % A ABC 的 外 接 圆 于 刀 ， 
则 4D= BC = a, BD = AC = b,DC = AB =c, 由 托 勒 密 定 
HE a + P = c. 


图 7-9 图 7-10 

2. 推导 两 角 差 (或 和 ) 的 正弦 (或 余 强 ) 公式 

例 7.2 求证 :sin(a — B) = sina » cosp 一 cosasinp. 

证 明 以 4B = 2r 为 直径 作 圆 O, 且 设 人 BAD = a, 
¿BAC = PB, 如 图 7-10, 依 次 连 BC.CD、BD, 则 有 

AC = 2rcosp, BD = 2rsina, 

BC = 2rsinp, AD = 2rcosa. 

由 正弦 定理 有 CD = 2rsin(a — Pñ. 

据 托 勒 密 定理 有 4B CD -+ BC : AD = AC ° BD. %4 
前 面 各 式 代 入 上 式 , 约 去 42 即 得 
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sin(a — 8) + sinfcosa = sinacos8 

所 以 sin(a — ñ) = sinacosB 一 cosasinp 

读者 还 可 推出 sin(a 十 B) .cos(a + B) WAR. 

3. 证 线段 等 式 

例 7.3 证 明正 三 角形 外 接 圆 上 任 一 点 至 三 顶点 的 连 线 
中 ,长 者 必 等 于 二 短 者 之 和 . 

证 明 ”如 图 7-11, 设 P 为 BC 上 任 一 点 ,正八 4BC 边 长 为 
a, HIERE EME: a. PC +a. PB 二 a. PA, 

即 PC + PB = PA. 

例 7.4 已 知 4.B.C.D 为 圆 内 接 正 七 边 形 顺 次 相 邻 的 
四 点 ,求证 :高 = 26 + 25, 


A “LF 


P B a 
图 7-11 图 7-12 
证 明 ”如 图 7-12, 设 天 为 第 六 个 顶点 , 则 有 
BF.AC= AF.BC+FC. AB. 
由 对 称 性 有 
AD.AC= AC . AB + AD : AB 


例 7.5 在 人 4BC tF, ZA = 60*, 求 证 ， 
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tgA—tgB _ c —b 

tg4 十 tgB c 

证 明 如 图 7-13, 作 人 入 4BC 外 接 圆 的 直径 CRP ,并 设 AF 
= x,BF = y, 则 人 BFC = ZA = 60°, 直 径 4 = 2y. 


所 以 地 4 — tgB _ tg/BrC — tgZ AFC 
tgA+tgB tgZBEC + tgZAFC 


a b 
到 
a; 2 qa y 
yr 
_ dc — 2b a t 
一 空地 2 (由 托 勒 密 定理 ) 
一 1 20> _ 1 2by _ < 一 5 
dc 2yc c 
E 
F D 
C 
G J 
2Z 
A 
图 7-13 图 7- 14 . 
例 7.6 求证 :csc 了 一 cse 经 十 csc s. 
分 析 :和 欲 证 式 即 为 
. 3n. 2r . 3N. T . T. 27 z 
sin sin — = sin % sin 3 + sin z sin Ç @ 
Ball 4689986 ER. 


证 明 “如 图 7-14,A.B.C.D.E.F.G 为 OO 的 七 等 分 
点 ,由 托 勒 密 定理 有 . 
AC - BF = AF - BC + AB - FC @ 
依 正弦 定理 有 
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AC = 2Rsin Z Z BF — 2Rsin Š T AF = 2Rsin z ， 


BC = 2Rsin =n = 2Rsin -7 ,FC = 2Rsin z, 
将 它们 代入 © RR O R, 即 有 

cse Z = ese ZE 十 csc ŠE, 

5. 求 比值 

例 7.7 在 人 48C 中 , 角 A、B.C 分 别 所 对 的 边 为 a.b、c， 
且 46 一 a= 二 a 一 c, 最 大 角 B 与 最 小 角 C 之 差 为 90°, 求 4:6:c 

R E AARC 的 外 接 圆 O, 如 
图 7-15, 作 ~CBD= ZCX OOF D, 
AD, DC, M| ABD = 90°, AOD 为 直径 ， 
ABCD 为 等 腰 梯 形 . 

WWb—a=a—c=d,lB)b—a-+Àd, 
c=a—d,DC =a —d,BD =a + d. 


在 RtA4BD 中 ， 图 7-15 

AD = VAB: + BD: = Vla- d} + (a + d5>° 
= Va + d, 

由 托 勒 密 定理 ,有 


(a + d° = (a — d>: +av2 + d2) 
W d= +D, 解 得 a 二 V7d. 

所 以 aibic= /7 : (V7 + 1): (/7 —'). 

由 此 题 可 见 , 构 造 等 腰 梯 形 , 利 用 托 勒 密 定理 解 题 是 一 种 
有 效 方法 . 

6. 证 不 等 式 

例 7.8 若 叶 十 天 一 1 +y =1, M lay 十 好 | <1. 
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证 明 ”如 图 7-16, 作 用 和 A4BC ,使 
AB=1,AC = ial，BC = |6|, 在 其 外 
接 贺 上 取 一 点 D, DA= |z|, BD= AAN 
ly| 连 CD, 则 有 4 p 
la| * iyi + lèl + |z| = 1 * CD g 
D 


即 layl + lir| = Cp. 
所 以 lay bz|< layl zl ri 
=CD<1. 


练习 与 思考 


1， 已 知 等 腰 梯 形 ABCD, R. AB // CD, 求 证， 
AC = AD: + AB » CD. 
2. & A ABC 中 ,人 人 A 的 平分 线 AD 与 人 B 的 平分 线 交 于 


,, Al _ AB+ AC 
LRE: FD BE 


3. i£ JABCD 的 顶点 4 作 一 圆 ,分别 交 AB.AD 及 对 角 
线 AC + E.F.G. iE: 
AC + AG = AB ° AE + AD +: AF. 
4. 从 距离 圆心 D 有 25cnma 66 — t, P , 0 R] s| 88 £ ty, PA, 
PB. 若 图 的 半径 是 Tem, RAWA A.B 间 的 距离 
5. 已 知 ja] < 1, |b] <1. iE: 
jab + VC 一 0)(L — P) | | < 1. 


6. % 0 < 0 < + , is :sin0 十 cosg < V2. 
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第 八 章 “” 角 平分 线 定理 


$8.1 E 理 


角 平 分 线 定 理 ”三 角形 的 内 (外 ) 角 平 分 线 分 对 边 所 得 
两 条 线段 与 这 个 角 的 两 边 对 应 成 比例 . 
如 图 8-1, 若 PP 为 人 4BC 中 人 A 的 内 (外 ) 角 平 分 线 与 BC 


45 BP 
的 交点 , 则 5 — P: 


A Z 


j$ 5-1 
上 述 定 理 的 发 现 者 没有 留 下 姓名 ,但 它 确 是 平 几 中 最 重 
要 最 基本 的 定理 之 一 . 这 - -定理 对 证 明 下 面 的 阿波 罗 尼 斯 
(Apolonius, 约 公 元 前 260 一 前 190 Œ) 定理 是 必须 用 到 的 ， 
一 事实 说 明 上 述 定理 的 发 现 至 少 可 上 推 到 公元 前 200 年 以 
加 
阿波 罗 尼 斯 定理 。 到 两 定点 A.B 的 距离 之 比 为 定 值 


TCE D 的 点 己 , 位 于 以 把 线段 4 有 3 分 成 的 内 分 点 C 和 外 分 


点 卫 为 直径 两 端的 定 圆周 上 (图 8-2). 
与 角 平 分 线 定理 等 价 的 有 所 谓 
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斯 库 顿 定理 ”在 人 A4BC 中 (图 8-3),4P 为 人 B4C 的 平 
分 线 , 则 
PA = AB. AC — BP +: PC. 


图 8-2 . 图 8-3 
斯 库 顿 (Schooten,1615 ~ 1660 年 ) 是 荷兰 数学 家 ,上 述 
以 他 的 名 字 命 名 的 定理 也 是 平面 几何 学 中 最 著名 的 定理 之 
一 , 它 在 解 题 中 有 着 广泛 的 应 用 . 


§ 8.2 ”定理 的 证 明 


首先 ,我 们 证 明 角 平 分 线 定理 . 
证 明 ”如 图 8-4, 作 CE // AP 交 BA( 或 延长 线 ) 于 E, 则 


AB _ AB _ BP 
C AE CP 
AE 
Z! A 
A I Ñ 
1 E 
| P 
B ? B c 
图 8-4 


证 明 是 简单 的 ,上 且 还 有 三 角 的 ,面积 的 、 解 析 的 各 种 证 法 
78 


十 多 种 ,有 兴趣 的 读者 可 自己 证 明 . 

其 次 ,我 们 证 明 阿波 罗 尼 斯 定理 . 

证 明 ”如 图 8-2, 设 人 APB 的 内 角 平 分 线 和 外 角 平 分 线 

Z., ~ AC AD — PA m 

分 别 与 4B 或 其 延长 线 交 于 C.D, 则 有 GB = DR _ PB p n 
WER ATC DAEA, X. ZCPD= + x180 = 90°, 88 
P # CD 为 直径 的 圆周 上 . 

再 次 ,我 们 来 给 出 斯 库 顿 定理 的 几 种 证 明 . 

证 法 1 如 图 8-5 延长 4P 交 和 人 A4BC 的 外 接 圆 于 E, ë 
BE, H ZBAE = ZPAC, ZE = ZXZC,#8 AABE o AAPC=> 


AB _ AE 
AP ~ AC: TAS 


AB » AC = AP - AE = AP(AP + PE) = AP + AP + 
PE. 
由 相交 纺 定 理 有 AP - PE = BP + PC, 代入 上 式 即 得 
AP = AB + AC — BP + PC. 


图 8-5 图 8-6 


证 法 2 ”如 图 8-6, 作 ZAPF = ZABP,I 


AABP ww AAPF 
AB _ AP 2— AD. 
> Ap = AAP = AB + AF 
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全 4P2 = AB(AC — FC)=AB.AC—AB.FC @ 
因为 LC= ZXC,ZPFC= ZPAF + ZFPA 

= ZPAB + ZABP = ZAPC, 
所 以 AFPcc APAC. 


C PC PC 

所 以 É = IC FC = 46 @ 
. AB BP AC . BP 

XI C = po AB = “p @ 


D5SOHMR AOW AP = AB. AC— BP- PC. 

证 法 3 ”如 图 8-7, 延 长 4P 交 人 A4BC 的 外 接 圆 于 M, m 
MB = MC, hith E AM . BC = AC - BM + AB. 
MC, 


BI (AP + PM)BC = MC(AB + AC) @ 
H APCM co AAPB ñ 
_ PB.CP 
PM = —> © 
_ AB.CP 
MC = 一 © 
将 加 .人 @ 代 入 四 得 
PB . PC _ AB. PC 
ap + PE PC]. ge = ABS PCOAB + AC) 
BI AP? 二 PB. PC = —SË (AB + AC) 
PC 
AB 
= pe 4 PBP + AC) 
PC 
=— Ë C AB+ AC) = AB. AC, 
lt +J 
AC 


故 AP? = AB » AC — PB - PC. 
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B C 
B C 
M P 
图 8-7 图 8-8 
证 法 4 如 图 8-8 所 设 ,由 余弦 定理 有 
cosa — 4B + PA PB osa 4C + PA:— PC 
osa = 2AB. PA O95 2AC . PA 
故 有 AB + PA — PB AC + PA: — PC 
2AB:.PA  ™ ?2AC.PA 


AC + AB? + AC + PÆ — AC » PB° = AB + AC + AB + 
PA — AB + PC, 
(AC 一 4B)P4 = AB + AC(AC — AB) + AC +: PE? 


— AB » PC2 

4 AB_BP In. po np. 

因为 “和 = pe >4B + PC = BP AC 
所 以 AC -+ PB — AB + PC = PB + AB » PC 


— AC + PB- PC 
=— (AC — AB)PB : PC. 
所 以 (AC — AB)PA = (AC — AB)AB » AC 
— (AC — AB)PB . PC. 
有 PA = AB:AC-—PB:PC. 
与 角 平 分 线 定 理 一 样 ,斯 库 顿 定理 也 还 有 其 它 平面 几何 
的 、 三 角 的 、 解 析 的 多 种 证 法 ,限于 篇 幅 , 我 们 不 作 一 一 介绍 . 
最 后 我 们 指出 , 角 平 分 线 定 理 和 斯 库 顿 定理 的 逆 命 题 均 
是 成 立 的 . 
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角 平分 线 定理 的 逆 定 理 。 P 3 AABC 的 BC 边 上 的 
内 分 (或 外 分 ) 点 , 且 人 2 = BE, 1 AP F4) ZBAC fii fa GE 


外 角 ). 
4E 
A 
L 
K | 
d 
B PP B. 
图 8-9 
证 明 ”如 图 8-9, 作 CE / 4P, 交 B4( 或 延长 线 ) FE, 
则 人 Z1= ZL4, = o, B =B, 
BP AB . _ 
x CP = AC’ 所 以 AC = AE, 


从 而 3= 人 4, 得 人 1 二 人 2, 故 AP 平 分 人 BAC 的 内 角 
(或 外 角 ). 

斯 库 顿 定理 的 逆 定 理 ”车 PP 为 人 4BC 的 BC 边 上 一 点 ， 
H AB= AC,PÆ = AB » AC — BP - PC, 则 AP 平 分 人 A. 

证 明 ”如 图 8-10, 由 余弦 定理 有 


AR = PÆ + BP’ + 2PA + PB + cosa D 

AC = PÆ + PŒ — 2PA + PC » cosa 
@ x PC + @ x PBI A 
PC . AB + PB . AC | 

= PCPA + PB°) 

+ PB(PÆ + PC) B c 
= BC » PÆ + BC. PB- PC. ` P 
图 8-10 


因为 PÆ = AB + AC — BP +: PO, 
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所 以 PC- AB + PB . AC 
= BC(AB. AC — BP - PC) + BC . PB - PC 
= BC + AB» AC 
= (PB + PC) -+ AB - AC 
= PB - AB - AC + PC + AB + AC. 
所 以 PB: ACçCAC — AB) = PC » AB(AC — AB). 
所 以 PB - AC = PC : AB> ZË = PË. 
由 角 平 分 线 定理 的 道 定理 知 ,P4 平分 Z BAC. 

从 上 面 的 证 明 我 们 看 到 ,由 PA? = AB - AC— BP - PCH 
推出 4 = 让; 友之 由 从 一 起 也 可 推出 P4 = AB + AC 一 
BP. PC( 因 上 面 推 导 可 道 ). 这 说 明 , 角 平分 线 定 理 与 斯 库 顿 
定理 实质 上 是 等 价 的 . 特别 地 ,对 外 角 平 分 线 ,斯 库 顿 定理 结 
论 为 :“PAh? = BP + PC — AB * AC”. 这 一 点 读者 可 自己 推 证 . 

§ 8.3 ”定理 的 引伸 与 推广 

1. 将 分 角 线 向 一 般 直 线 推广 

定理 8.1 设 P 为 人 4BC 底 边 BC 上 任意 一 点 (C 点 除 
外 ), 则 

BP _ ABsin/ BAP 

CP ` ACsinZPAC` 

证 明 ”如 图 8-11 有 

BP _ SAaBP 

CP T Share 

1 . 
_ > AB |. APsinZ BAP _ ABsin/ BAP 
LAc. APsinZPAC 人 sn 人 人 
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显然 , 角 平分 线 定理 是 其 特例 . i 
定理 8.2 若 直 线 DP 交 人 4BC 
三 边 ( 或 其 延长 线 ) 分 别 于 D,E, P, B. 
D 
LBDP = LCEP, 则 化 = 人 s 2 c 
证 明 如 图 8-12(a), 过 C 作 图 8-11 
CF // PD 交 BA( 或 其 延长 线 ) + F. 


D, 
aj š 4 
: D 
B PC B í T P 
(a) 图 8- 12 (b) 


WX ZBDP = ZCEP W AD = AEJ] EC = DF, 
„ BP_BD_ BD 

所 以 CP = DFT EC 

特别 地 , 当 DP 过 点 4 时 为 内 角 平 分 线 定理 . 外 角 情 形 
C4 ZADP = ZCEP 时 ,图 8-12(b) 可 对 应 写 出 . 

2. 把 内 角 平 分 线 定理 中 的 两 个 三 角形 裁 开 , 且 其 中 一 个 
作 相 似 变形 , 

定理 8.3 若 两 个 三 角形 中 ,有 一 对 角 相 等 ,一 对 角 互 
补 , 则 夹 第 三 角 的 两 边 对 应 成 比例 . 


A | 


图 8-13 图 8-14 


A 


Pr PN Per Pei 
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如 图 8-13, 在 人 ABP 和 和信 A'PC 中 ,A= ZA, ZP+ 
om mAB_ AC 
3. 将 底 边 上 的 一 点 书 进 行 推广 


定理 8.4 Æ Pi Parte Paai 为 人 ABC 的 BC 边 上 的 点 
(E 8-14), H ZP,AB = ZXP,-,AC, ZP,AB= /P, ,AC,…, 
LP - AB 一 人 了 PA4C, 则 

AB"! PP » BP; BP, 

AC™! ` CP, + CP,+--CP, 1° 


N N BP, — Saar, _ AB. AP, 
证 明 因为 CP,_ 1 SAacpn_— 1 AC ° AP, _ , 
BP, _ Saar AB » AP, 
CP，， SAACPn_2 T AC . AP,’ 


BP,_i — S AABPn—1 AB . AP, 


CP, SAACPI _ AC + AP, , 


诸 式 相 乘 ,得 
AB! — BP, . BP,- BP, 
AC™! CP, ° CP,-. CP, 1° 
定理 8. 5 # PaPa s.. . P,-, 为 BC 延长 线 上 的 点 H 
ZCAP, + ZXBAP,_, = 180°, 
ZCAP, + Z BAP, 一 180，…… A 
CA4P， 十 LBAP, 一 180°, 
则 AB-! BP, BP;--BP,., 
AC"? T CP, ° CP,--.-CP, 1 
证 明 仿 定理 8. 4, 略 . í I! 
Bn B: Bı P Ci C: Ca 
定理 8.6 ”如果 AP 为 人 4BiC; 
的 人 BAC:; 的 公共 平分 线 , B. B 图 8-15 
C,G = 1,2,.…,n) 共 线 , 则 


85 


AB, . AB,--- AB, 2 = PB. ° BB, ° B, Bs,--- B, B, ° B,P 
AC; ° AC,- AC, PO, ° CC; ° CC Cp IC, ° CP 
证 明 ”如 图 8-15, 易 知 
LBAB;1 = LCAC; i , 依 面积 公式 知 
BiB; AB; ` AB; 
CC ACi- © AC; 
从 而 PB, ° B.B, ° BB; B, B, ° B, P 
PO, » CC » C,Cs--:C, IC, * C,P 
_ AB. . AB; - AB, , AB: . AB; AB, . AB, . AB, 
4C AC + AC, AC,+ AC} AC,1°: AC, AC, ° 
__ AB. . AB,--- AB, 2 
_ AG, . AC,--- AC, y 
4. 向 空间 推广 
定理 8.7 ”四 面体 的 二 面 角 内 (外 ) F 4 
分 平面 分 对 楼 所 得 两 条 线段 与 这 个 二 面 角 B 
的 两 个 面 的 面积 对 应 成 比例 . 
证 明 如 图 8-16, 平 面 BCE 和 BCF 分 . 
别 是 四 面体 ABCD 的 二 面 角 A-BC-D 的 


内 、 外 平分 平面 , 设 AD 与 平面 BCE 的 夹 角 c KAN 


为 a, 则 四 面体 A-BCE Ej D-BCE 体积 之 比 
ER * AEsina 


Vasc — 
了 pace +S arce * DEsina 
Was E PIT ABC 及 BCD 等 距离 . 
Voce Sas 

故 AE : DE = Saan t Sann 

同 理 可 证 AF : DF = Saar :SAacp， 


AE 图 8-16 
= DE’ 
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§ 8.4 ”定理 的 应 用 


例 8.1 已 知 在 人 4BC 中 ,4B = 6,4C = 5,BC = 4, 
AD,AD 分 别 为 内 外 角 平 分 线 , 求 DD 之 长 . 

解 如 图 8-17, 设 DC = z, 
CD = y, 则 由 角 平 分 线 定理 有 4 


4—< 6 4 十 y_ 6 6 
x 5?’ y 5° 
4 —x . 
4 DC b: 


i 2 
MZ r= ty = 20, 


所 以 DD = r + y= f + 图 8-17 


= 21 Š 
20 = 217: 


例 8.2 CAE AABC t, AD, BE CFEB, H Est, 
AD 与 EF 相交 于 G 点, 求证; 
GH _ GA 
HD ` AD 
WEBA ”如 图 8-18, 连 DE, H H. 
D.C EHE, Z1= 5, H E.F.B. 
C 共 圆 得 人 2 = 一 5. 
HA Z1 = 22, Ai 3 = 6 
= 人 4. 


由 角 平 分 线 定理 有 
GH _ EG 

HD ED GH _ GA 
GA _ EG {7 HD AD 
AD ED) 


例 8.3 已 知 四 边 形 ABCD 中 ,EF 分 别 为 BC、AD 的 中 
点 ,EF 延长 后 分 别 与 BA、CD 的 延长 线 交 于 3 天 ,上 且 ZS = 
天 ,求证 ;48 = CD. 
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证 明 ”如 图 8-19, 在 和信 SBE #I AKEC th. 
因为 ZS := ZK,ZSEB + ZKEC = 180°, 


6 一 一 c 
图 8- fio 四 8-20 

由 定理 8. 3 有 “=. = KE, 
因为 BE=EC, 所 以 BS = KC @ 
EME ASAF 和 AKFD 中 ,用 定理 8.3 得 

SA= KD 加 
0-05 AB = CD. 
例 8.4 AABC 三 边 分 别 为 ae, 若 AL4= 2ZB,VI 

a — b(b + c). 


证 明 wm 8-20,4E ZABJ32y2R2E BC FD, KATA 


CD O b CD ` ab 
PP <” CD+BD ° HoD e 
又 ZCAD= ZB=1⁄A 

CA _ CD 
所 以 ACBA o ACAD = CB T ÉA 


即 =a: w, 所 以 a= b(b + o). 


例 8.5 在 人 4BC 中 ,求证 :sin fisin Ssin 5 = <4. 


证 明 WE 8-21. AD, BE,CF 分 别 为 角 A B.C 的 平分 
线 , 三 边 记 为 a.bc. 在 AABD 中 ,由 正弦 定理 有 
88 


BD ce A 


sin A sin| 4 + cl. E 
nd [åre] > 
又 由 角 平分 线 定理 | 
BD c ED cc 4 F B 
CD bYCD+ED™ p L 2 BD 
_ ac 图 8-21 
“Le 
、 A ED ¿A _ a LIA i 
所 以 sin = — sin| 2 +c] pte S] z +C]. 
同 理 可 得 sin z = —_ 。 sin| Ë + a] ， 
. C _ .fC 1 
sin 于 二 了 sin| % + BJ. 
所 以 sin 4 sin ` B sint 


abc 
(a -F c) (e + b) (a + b) 


\2 I 
. sinf n 十 B| 


sin| 4 + c] sin| Z + A| 


2 Yt 2 Va + 2 Sab Sg 
FEM a = b 一 < 时 成 立 . 
例 8.6 $E AABC 中 ,4B = 2BC, ZB = 2 一 4, 求 证 ， 
AABC 为 直角 三 角形 . 
证 明 ”如 图 8-22, 作 ZB 的 平分 线 交 AC FDN. 


< — abc 1 


$ BC = a,CD = zx, 则 AB = 2a, AD = 2< = BD. 
由 斯 库 顿 定理 有 BI? = AB + BC — AD- DC, 


即 (2r)? = 2a2 — 2zx2, r= `a. 
所 以 AC= /3a f ADB = AC? +. B 
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故 AARC 为 直角 三 角形 . 


2a 
图 8-22 图 8-23 

例 8.7 如 图 8-23, 过 O 点 的 三 条 直线 被 另 两 条 直线 所 

截 ， 交点 分 别 为 A “B.C 及 A B C , 则 

AB, AB' OB OB 

AC’ AC OC’ OC: 

证 明 ” 依 定理 8. 1, 有 

AB _ OBsin Z AOB 4B _ OB'sin/ MOB’ 


AC T OCsin Z AOC’ AC 一 OC sin Z A' OC 
因为 ZAOB = / AOB , Z AOC = ZA oc. i 


故 欲 证 式 成 立 . 


练习 与 思考 


1. 在 边 长 为 3、.4、5 的 直角 三 角形 中 , 求 直角 的 内 角 平 分 
线 的 长 度 . 

2. 车 人 4BC 的 三 边 长 为 连续 整数 , 且 最 大 角 一 如 等 于 最 
小 角 了 A 的 两 倍 , 求 三 边 的 长 度 . 

3. 万 为 AABC 的 BC 边 上 的 一 点 , 设 AC + CD = m, 
AB — BD =n(n > 0). 求 一 4 的 平分 线 的 长 . (ymn) 
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第 九 章 ”阿波 罗 尼 斯 定理 


39.1 Æ 理 


阿波 罗 尼 斯 定理 。 三 角形 两 边 平方 的 和 ,等 于 所 夹 中 线 
及 第 三 边 之 半 的 平方 和 的 两 倍 . 

阿波 罗 尼 斯 (Apollonius, 约 公元 前 262 一 前 190 年 ) 是 著 
名 的 希腊 数学 家 ,当时 以 “大 几何 学 家 ”闻名 . 他 与 欧 几 里 得 、 
阿 基 米 德 并 称 为 亚历山大 学 派 前 期 三 大 数学 家 . 他 在 传统 的 
欧 几 里 得 几何 基础 上 ,编著 了 《圆锥 曲线 论 》(Conic Sections), 
这 部 著作 分 8 篇 共 487 个 命题 ,有 一 些 比 欧 几 里 得 几何 更 为 
精深 的 成 就 ,并 透露 出 “解析 几何 ”思想 . 尤其 是 他 的 圆锥 曲 
线 理论 . 论述 详尽 ,历经 1500 年 ,后 人 几乎 无 所 增补 . 正如 克 
KA Klein) 教授 所 说 :“ 按 成 就 来 说 , 它 是 这 样 一 个 绕 然 屹立 
的 丰碑 ,以 致 后 代 学 者 至 少 从 几何 上 几乎 不 能 再 对 这 个 问题 
有 新 的 发 言 权 , 它 确 实 可 以 看 成 是 古典 希腊 几何 的 登峰造极 
之 作 .” 

上 述 的 阿波 罗 尼 斯 定理 在 现行 教材 中 的 表述 为 :“ 平 行 四 
边 形 的 两 条 对 角 线 的 平方 和 等 于 其 各 边 的 平方 和 ”( 匈 定理 
1. 5). 

关于 这 一 定理 ,也 有 书 称 帕 普 斯 (Pappus) 定理 . 


§9.2 定理 的 证 明 


如 图 9-1 所 设 ,EE 为 4B 的 中 点 ,人 CEA = a, 则 由 余弦 定 
91 


理 有 | 
AC = EC + AE -- 2EC . AEcosa T 
BC = EC + ER + 2EC + EBcosa © 

因为 AE = BE A 

所 以 中 十 得 > 
AC + BC = 2(EC2 + AE2) 了 / 


aj AB 
$9.3 引伸 与 推广 4 FE — 


1、 把 中 点 已 向 任意 点 推广 图 9 
定理 9.1 设 匹 为 人 4BC 中 4B 
边 上 的 点 , 则 
AC + EB + BC + AE = CE » AB 4- AE - EB ° AB. 
证 明 ”如 图 9-2, 因 为 
AC = EC + AFE — 2EC + AEcosa @ 
BC = CE + ER + 2EC + EBcosa 由 
@ x EB +@ x AE £ 
AC + EB + BC AE = EC2( AE + EB) + AE - EBCAE 
+ EB) 
| = EC: + AB + AE - EB - AB. 
A 显然 , 当 AE = EB 时 即 为 阿波 罗 
J N 尼斯 定理 . 读者 还 可 验证 ,定理 9. 1 当 
; N 4.B.C 共 线 时 ,结论 也 成 立 . 
AA 定理 9.1 称 为 斯 落 瓦 特定 理 ,斯 东 
图 9-2 瓦特 (Stewart ,1717 ~~ 1785 年 ) 是 英国 
(英格兰 ) 哲学 家 , 爱丁堡 大 学 数学 孝 
檬 ,上 述 定理 是 他 1746 年 叙述 的 ,据说 这 -定理 在 公元 前 300 
年 左右 阿 基 米 德 就 发 现 了 ,但 第 一 个 已 知 的 证 明 是 西 姆 松 ( 见 
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第 二 十 二 章 ) 在 1751 年 发 表 的 . 
2. 把 三 角形 向 四 边 形 推 广 
定理 9.2 FE, F HJE ABCD H AB.CD HEA., 


AE _ DF - 
H fp KC = AD = b,BC = a, AD tj BC 的 夹 角 
> a, JI] 


(m + n)2EF2 = (am) + (bn)? + 2am ° Dn * cosa. ( I) 
证 明 ”如 图 9-3, 连 BPD, 过 五 作 EOV AD.% BD + O, 
连 OF, 则 OF // BC, 日 有 


图 9-3 
Li1= /3, Z2= ZA 
所 以 Z1+ Z22 = Z3+ Z/Z4 = a, 
又 因为 OE = 一 如 OF = -2 


m + n m+n’ 


E AEOF H, KRIZE, 8 


[on y —am |” _ _ bn _ 
EF = Pn m+n 2 m+n 
am o 
a 十 3cos(180 a) 


即 (m + xn2EF2 = (am? + (bn)? 十 2am * bncosa 
定理 9. 2 得 证 ,下 面 看 看 它 的 各 种 特例 : 
D 在 (1) 中, 令 EF 一 人 了 2 一 1, 解 出 1 得 


= + ya W + Babcosa (f) 
为 任意 四 边 形 对 边 中 点 连 线 长 公式 . 

2) ”在 (I) 式 中 

令 5 二 0, 得 /1 = 六 ,为 三 角形 中 位 线 定理 ,如 图 9-4(a); 
令 


S = 0,48 1 = - 《十 ,为 宰 形 中 位 线 定理 ,如 图 9-4Cb); 


令 a 二 180°, 得 ! = ,为 梯形 两 对 角 线 中 点 连 线 长 公 
式 , 如 图 9-4(c) 


A A b p p 4 
Z sa! /A 
pA Lahk B C 
(a) 


图 9-4 
3) EC) RP, 
Gamo G= ED AEREA T 的 线段 长 公 
式 , 如 图 9-5); 
令 a = 180°, 得 1 = “ 
线段 长 公式 ,如 图 9 sc) 
4) XCD = 0 时, 四边形 退化 为 三 角形 ,上 述 结论 即 


yna AABO W AB B tiña, B ÀË = m CH 9-6), M] EC 
K 


名 ,为 分 梯形 两 对 角 线 为 亚 的 


/一 -1 vV lam)? + (Dn)? + 2am * bn .cosC， (x) 


m + n 
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CH) 


D j#m= xs 8 ACH), 化 简 得 
AC -+ BC = 2(EC2 十 AE?) 
.为 阿波 罗 尼 斯 定理 . 


6) 在 图 9-6 中 , 当 CE 为 角 平分 线 时 , 即 有 只 = Ef 
ACE) 式 , 得 
(= yyy VAa + by: A (N) 
UPSI 
D ”在 图 9-6 中, 若 令 AE =m, EB = nn, 则 c= 二 mm 十 n， 


代入 (NW) 得 
T= Ja 中 ‘=e ab” 


所 以 P = ab 一 mn, 为 斯 库 顿 定理 . 
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8) ”在 图 9-3 中 , 令 吃 重合 于 C, 则 a = ZC.AB=c,EF 
变 为 CE. 图 9-3 退化 为 图 1. ië CE = d. AE = m,EB = n. 
则 c= 二 7 十 .代入 (1) 式 ,得 

(m + n)°d2 
= (am) + (m)? + 2am » bn ° e + b: — ë 
好 ed = (am? 十 (Im)? + mn(a: + b: — c) 
= amm + n) + bnn + m) — mne 
= me +- bnc — mne. 

得 æm + Pn = cd: + mnu. 

EH BŒ » AE + AC + BE = CE + AB + AE » EB : AB 
为 斯 蒂 瓦 特定 理 ， 

你 看 定理 9.2 的 “胃口 ”多 大 呀 ! 在 爱 可 尔 斯 定理 一 章 ( 定 
埋 19.2 的 证 明 中 ) ,我 们 还 要 看 到 它 的 一 个 应 用 . 

最 后 我 们 给 出 阿波 罗 尼 斯 定理 向 三 维 空间 的 一 个 推广 . 

3. 向 三 维 空间 推广 

定理 9.3 平行 六 面体 四 条 
对 角 线 的 平方 和 等 于 其 各 校 的 平 
方 和 . 

证 明 ”如 图 9-7 所 设 ,在 
42BCD 中 ,有 

BD? + AC = 2(4 + 
Be). 

问 理 ,在 ABCD p, A 

AC? -- BD = 2C( AB; + AD25 

所 以 有 AC; 十 AC + BD + BD? 
= 2( A,B? + AB}? + BC + ALD). 
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叉 因为 ”BC = ADAB? + AB: = 20422 +- AA) 
所 以 有 
1 + AC + BD + BD = ACAB2 + AD + AA’). 


59.4 ”定理 的 应 用 


例 9.1 ED. AM 是 RtAABC 的 斜 过 BC 上 上 的 中 线 .来 
PE: 
BC + AC: + AB? = 8AM:. 
证 明 ”因为 AM B R A ABC MRKA BC 上 上 的 中 线 . 
所 以 AM = BM = MC . 
HDR PE E 理 ， 得 


= = BMY + AM. + BM) 
= (2AM)Ż4- 2C(AM: + AM:) 
= 8AM:. 
例 9.2 EAP AEE ABCD 内 任 -- 点 ,求证 ， 
PÆ 十 PC? = PÈ 十 PIP. 
证 明 ”如 图 9-8, 连 AC.BD ZF 
P 0, 连 PO, 由 阿波 罗 尼 斯 定理 有 
PÆ + PC = 2(OA2 + PŒ), 
PB? + PD = 2(O12 + PO2) , 


c 因 为 c < >p 
KI-8 ` QA = OB, N 
所 以 P4 PO = PP +T p. ^i J 
例 9.3 CD E OO 内 一 条 弦 ， TZ 
且 与 直径 AB F TP H AB 上 一 点 , 求 
HE; 


图 9-9 


97 


PÆ + PĒ = PC + PIP. 

证 明 ”如 图 9-9, 过 O 作 OE | CDF E, WCE = ED, 
OC、PE, 又 40=08 王 0O0C=R, 在 APCD 中 ,由 阿波 罗 尼 斯 
定理 ,有 

PC + PIŻ = 2(PE2 + CE?) 

= 2( (PO: + EÈ) + (R — OEY) 

= 2(PO: + R°). 

X PÆ + PB = (R — POP + (R + PO 
= 2(PO + R°). 

所 以 PÆ + PB: = PC + PI. 

例 9.4 BVa, Vb Ve 分 别 是 共 线 三 点 4.B、.C 对 
于 OO 所 作 切 线 的 长 ,求证 : 

a + BC + c * AB = b : AC + BC +: AC +: AB. 

证 明 ”如 图 9-10, 设 OO 半径 为 
r, 连 04.OB.OC, 则 由 斯 蒂 瓦 特定 
理 , 有 

O&A? . BC + OC: + AB 

= OB + AC + BC +: AC » AB, 
又 OA => +a, OB =r + b, 

OC =r + c, 
代入 上 式 , 得 

a + BC + c ° AB +r» (AB + BO) 

= b * AC + BC + AC + AB + r° + AC 

所 以 a» BC + * AB = b * AC + BC + AC + AB. 

例 9.5 已 知 平行 六 面体 的 棱 都 相等 , 且 其 对 角 线 的 长 
分 别 为 .2.c.d, 求 平行 六 面体 的 棱 长 . 

解 设 该 平行 六 面体 的 棱 长 为 z, 则 由 定理 9. 3 得 
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4G2 + z + z) = 2 + P + c + d 
T Hpi 
解 之 得 x= V3(a + rt č + d) 
为 平行 六 面体 的 校长. 
练习 与 思考 

L. mi m,m 分 别 表示 AABC 的 三 条 中 线 长 ,ac 为 其 
三 边 的 长 , 则 

m + mÜ + mË = F G + P: + c). 

2. 已 知 任意 四 边 形 ABCD 两 对 角 线 AC. BD 的 中 点 分 别 


Š EF, WA 
AB + BC + CD? + DÆ = AC + BD + 4EF:, 
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第 十 章 三 角形 的 五 心 


$101 Æ 理 


重心 定理 ”一 角形 的 三 条 中 线 交 于 一 点 ,这 点 到 顶点 的 
距离 是 它 到 对 边 中 点 距离 的 2 f. 

上 述 交 点 叫做 三 角形 的 重心 . 

外 心 定理 ”三 角形 的 注 边 的 牌 直 平分 线 交 于 -- 点 . 

这 点 叫 散 三 角形 的 外 心 . 

甜心 定理 ”三 角形 的 三 条 高 交 于 一 点 . 

这 点 叫做 三 角形 的 垂 心 . 

内 心 定理 ”三 角形 的 三 内 角 平 分 线 交 于 -- 点 . 


这 点 叫做 三 角形 的 内 心 . 
mu Db P E UMAYASI UIN 
角 平 分 线 交 于- 一 点 . 


这 点 叫做 三 有 三 角形 有 三 个 劳 心 . 

汪 角 形 的 重心 .外 心 、. 垂 心 .内 心 . 旁 心 称 为 三 角形 的 天 

它们 都 是 三 角形 的 重要 相关 点 . 

上述 的 开 个 结论 早 在 欧 几 里 得 时 代 均 已 被 人 发 现 ， 欧 几 
里 得 除 垂 心 定理 外 , 均 把 它们 作为 重要 定理 收集 在 自己 的 4 几 
何 原本 》 里 ,但 后 来 关于 三 角形 这 些 特 殊 相 关 点 的 诸多 研究 
及 由 此 得 出 的 许多 著名 结论 表明 ,遗漏 算 心 定理 不 能 不 算是 
《几何 原本 》 作 者 的 一 个 北 忽 . 
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$10.2 ”定理 的 证 明 
1. 首先 证 明 重 心 定理 
证 法 1 如 图 10-1,D、EF 为 三 边 中 点 , 设 BE.CF 交 于 
G、 连 EF, 则 EF 1+BC,AGEF a AGBC. 


| GE_EF_FG | o op 
及 GBT pes CGE BC = 2EF, 


得 GB = 2GE,GC = 2GF. 
人 i AD, BE XF C , 同 理 可 证 GB 


LŠ <\ = 2G'E,G' A = 2GD， 
, Z X WG. 都 是 BE 上 从 B 到 E 的 三 分 之 
p 二 处 的 点 , 故 C G 重合 . 
图 10-1 即 三 条 中 线 AD、BE.CF 相交 于 一 
证 法 2 设 BE.CF 交 于 G( 图 10.2),BG.CG 中 点 为 百 、 
L.E HI HF EF EI, W] EF 4 HI 1 BC, 


` TY 人 P 2 A 
所 以 ”EFHI APINGA. ' 
所 以 HG = GE.IG = GF,GB = A ` 
S 、 1 —.. ET A E 
VEJ = 2 Il. 止 一 y ÍL ; ; CA 
2GE, GC =2GF. X. HD 4 3C ATTI 
GF>CGFHD ' BEED 
X FH 4 AG, H AG DIR, HA 
DG = + 4G, 
BI AG=2GD. ”定理 证 毕 . 


证 法 3 因为 篇.4. 色 一 1, 由 塞 瓦 定理 的 逆 定 理 知 
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AD.BE.CF 共 点 . 后 半 部 分 同 证 法 1( 略 )， 

2. 证 明 外 心 定理 "q 

证 明 ”如 图 10-3, 没 4B、BC 的 中 重 p (N 
线 交 于 点 DO, 则 有 04-=OB=OC, 故 0 也 Z FN 
在 AC 的 中 垂 线 上 ,因为 0 BEDORWE 8 c 
离 相等 , 故 点 0 是 AA ABC 外 接 圆 的 圆心 、 图 10-3 
因而 称 为 外 心 . 

3. 证 明生 心 定 理 

在 塞 瓦 定理 一 章 , 我 们 曾 给 出 过 它 的 一 个 证 明 , 但 垂 心 定 
理 还 有 下 面 -- 个 巧妙 的 证 明 . 

证 明 ”如 图 10-4,4D、BE、 


Ce---- 厅 -了 7” CF 为 人 ABC ERR EA AB, 
` A C 分 别 作对 边 的 平行 线 相交 


` 
B cC 


`° / R AA B'C , 则 得 记 4ABCB' 、 
‘ 
`v CIBCAC' 因此 有 4B' = BC = 


图 10-4 C'A, AT AD H B'O hhz, e] 
理 BE CF 也 分 别 为 4C AB 的 中 垂 线 , 由 外 心 定理 ,它们 
交 于 一 点 ,命题 得 证 . 

4. 证 明 内 心 定理 

关于 内 心 定 理 , 我 们 也 曾 在 塞 瓦 定理 一 章 给 出 过 一 个 证 
明 , 下 面 是 它 的 另 -一 个 证 明 . 

证 明 ”如 图 o-s i ZA, (C 的 平分 线 相 交 于 六 过 7 
fEID | BC,IE | 4C, 下 上 4B, 则 有 五 = IF = ID. 因 此 
I 也 在 LC 的 平分 线 上 , 即 三 角形 三 内 角 平 分 线 交 于 一 点 . 
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上 述 定理 的 证 法 完全 适用 于 旁 心 定 理 ,如 图 10-6, 我 们 
不 再 另行 论证 . 


$10.3 “引伸 与 推广 ` 


1. 重要 性 质 及 其 相互 间 的 联系 

三 角形 的 五 心 有 许 多 重要 性 质 , 它 们 之 间 也 有 很 密切 的 
联系 ,如 : 

(1) 三 角形 的 重心 与 三 顶点 的 连 线 所 构成 的 三 个 三 角形 
面积 相等 ; 

(2) 三 角形 的 外 心 到 三 顶点 的 距离 相等 ; 

(3) 三 角形 的 重心 与 三 顶点 这 四 点 中 , 任 一 点 是 其 余 三 
点 所 构成 的 三 角形 的 重心 ; 

(4) 三 角形 的 内 心 、 旁 心 到 三 边 距 离 相等 ， 

(5) 三 角形 的 垂 心 是 它 垂 足 三 角形 的 内 心 ;或 者 说 ,三 角 
形 的 内 心 是 它 旁 心 三 角形 的 垂 心 ; 

(6) 三 角形 的 外 心 是 它 的 中 点 三 角形 中 的 垂 心 ; 

(7) 三 角形 的 重心 也 是 它 的 中 点 三 角形 的 重心 ; 

(8) 三 角形 的 中 点 三 角形 的 外 心 也 是 其 垂 足 三 角形 的 

@ 三 边 中 点 所 组 成 的 三 角形 叫做 原 三 角形 的 中 点 三 角形 
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外 心 . 
上 述 性 质 读 者 可 自行 证 明 , 下 面 我 们 给 出 儿 个 推广 . 
2. 重心 定理 的 推广 
定理 10.1 设 D.EF 分 别 为 人 ABC 的 边 BC.CA.AB 


一 BD = CE = 1 人 -一 六 
上 的 点 ， HAB — BC — CA — n , AD, BE,CF 三 线 交 得 


— _ (n — 2) 
AGHK, Ii] Sacau = 瑚 二 元 十 Saa 
证 明 ”如 图 10-7, H2 CKF 截 人 A4BD, 由 梅 涅 劳 斯 定 


理 , 有 


同 理 可 证 Sra = Saen = -2 二 1 Smas 


3@ — 1) (n — 27 
S AGHK 一 i: 一 w. s A 十 7 [Sa 一 Ë — — S AARC 


虽然 当 n =: 2 时 ,有 Sacar = 0O,G.H.K 重合 于 重心 . 
MRRP E 3) 边 形 某 顶点 同 除 该 点 以 外 的 x 一 1 个 
顶点 所 决定 的 一 1 边 形 的 重心 的 连 线 ,为 x 边 形 的 中 线 ,( 当 
n— 1 二 2 时 ,n 一 1 边 形 退 化 成 一 线段 ,此 时 重心 即 为 线段 的 
中 心 ) 那么 重心 定理 可 推广 如 下 : 
定理 10. 2 ” 边 形 的 各 条 中 线 ( 若 有 重合 ,只 算 --- 条 ) H 
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交 于 一 点 ,各 中 线 被 该 点 分 为 : (x 一 1) :1 的 两 条 线段 ,这 点 
W > 边 形 的 重心 . 
证 明 34 x = 3 时 为 重心 定 
理 , 结 论 成 立 ,假设 n=:k-. 1.2 R 
4) 时 ,命题 成 立 , 则 当 n 一 ktif, Æ k 


i Ak 
边 形 AAA p R ESE 如 xC 
k- 2 边 形 AA... A, 的 重心 , 则 X 
ASAS 分 别 是 上 一 1 边 形 Ar A 
A Ar A A, 各 442…4 4 的 图 10.8 
中 线 . 


设 O 和 Ci 分 别 是 下 一 1 边 形 442p4-24-: 和 
A,A... A... A, 的 重心 , 则 根据 假设 有 
和 -Ca -一 (k = D — 1 — AO... 
OS 1 OQ, S ` 
连接 AO... AO 1, 则 它们 是 % 边 形 的 两 条 中 线 ,是 
交 于 一 点 ， 设 交 点 为 O, 连接 CO 则 有 (OA / 
A.A. 
所 以 AO, O... co MA 


| A0 AO k- 
f Oy, OO i 


因此 ,k 边 形 4A。… 和 的 相 邻 两 条 中 线 A.G, AG... 
交 于 点, 且 被 0 点 内 分 为 全 一 1) :1. 同 理 可 证 上 边 形 
AA, A, 的 任意 相 邻 两 条 中 线 的 交点 内 分 等 条 中 线 为 人 一 
D: 1; 由 此 推 得 ,* 边 形 的 所 有 中 线 过 -一 点 , 甘 被 这 点 内 分 为 
(k—-1):1. 

综 上 记述 , 定 理 得 证 

3. 外 心 定理 的 推广 

定理 10.3 过 人 4BC 三 边 中 点 DE.F 分 别 作 与 三 边 倾 
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斜 角 均 为 “的 斜 线 且 顺 序 一 致 ,三 斜 线 相交 得 人 GHK， 
则 Acrk = cosa 。 e Saa 
证 明 ”如 图 10-9, 首先 我 们 证 
A 和 人 KGH a SABC, 
因为 ZKFA = «= /KEA, 
因为 ”A、K、FE 四 点 共 圆 ， 
所 以 ”ZGKH = ZBAC. B 
同 理 可 证 LG = ZB,ZH = 


ZC, AKGH o AARC. 图 10-9 
SHEKEM A f 
KF sin/KAF _ _ sin ZKEF 
AF sin ZAKF sin(180° 一 /AEF) 
_ sin(/C — a) 
_ sinC 
KF _ sin(C — a) 
所 以 AB nC D 
HA, B.G D.F HA, f 
FG sin( C +a) — sin((C + a) @ 
BF ` sn/C > p = 2sinZC 
十 名 得 
KG _ [sin( Z/C — a) + sinC/C + a) ]= cosa 
AB ` RAe , 
故 有 se — (55 = a BI Sakea = cos’ as sanc 
AABC 


显然 , 当 a = 90°, 即 SAxca = 0 时 正 是 外 心 定理 . 

对 外 心 定 理 , 还 有 下 面 的 推广 

定理 10.4 在 和 八 4BC 中 ,三 边 分 别 为 a.b.c, 设 AF = 
1 


lAB,BD = l BC,CE = 工 C4, 过 D.E.F 各 作 三 边 的 垂 线 
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交 得 AGHK, ii 
S AG 

UFER ag. 

4 重心 定理 的 推广 

定理 10.5 M AABC 三 顶点 分 别 作 对 边 的 斜 线 , 与 对 
边 的 交角 为 a, 生 顺序 一 致 ,三 斜 线 相交 成 AGHK, W 

Saçukg 一 4cos°a ° Saan. 

证 明 《如 图 10-10, 过 4.B、.C 分 别 作对 边 的 平行 线 交 得 
A4BC' , 则 4.B.C 分 别 为 A4BC' 三 边 的 中 点 ,由 定理 
10.3 有 

SAcHK 一 COS2Q + Saage = gcosa e S Aac 

显然 ,a = 90 时 为 垂 心 定 理 . 

甜心 定理 还 可 理解 为 三 角形 -- 顶 点 与 男 两 条 高 交点 的 连 
线 垂直 于 对 边 ,那么 对 五 边 形 , 我 们 有 


(n— 222, (22 -+ É + c) 


1 6n? Saa 


图 10-10 图 10-11 
定理 10.6 在 一 五 边 形 中 ,车 有 四 个 顶点 向 对 边 所 作 的 
高 交 于 一 点 , 则 第 五 个 项 点 与 其 交点 的 边线 也 垂直 于 对 边 . 
证 明 ”如 图 10-11, 设 在 五 边 形 ABCDE 中 ,AF | CD. 
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BG | DECH | AE,DI | AB;H AF BG CH DI XT O 
点 ,连接 EO 并 延长 交 BC 于 天 , 连 HG, 则 四 边 形 AHFC, 
AIFD.BIGD.OHEG 各 内 接 于 圆 . 

所 以 OA:.OF = OH - OU, QA. OF =: OI + OD, 

OI - OD = OB . OG, Z1 = 2. 

所 以 OH. OC = OB - OG, C.B.H.G 内 接 于 圆 . 

所 以 ”A2 = 3, 则 1 一 C3 所 以 四 边 形 BEGK 内 
接 于 国 .而 BG DE, 故 EK | BC, 命 题 得 证 . 

此 结论 可 推广 到 2n 十 1 边 形 . 


§ 10. 4 ”定理 的 应 用 


例 10.1 设 G 为 人 ABC 的 重心 ,MN 分 别 为 BC,CA 的 
中 点 ,求证 :四 边 形 GMCN 和 AGAB 的 面积 相等 . 
证 明 ”如 图 10-12, 连 GC, 则 


; q le ie 


同 理 Saan = L Saam 


an 1 
所 以 Wp cMCN == Z Sma = SAGAB. 


A 
G N 
3 / o 
EQ 10-12 图 10-13 
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例 10.2 三 角形 的 任 一 项 点 到 垂 心 的 距离 ,等 于 外 心 到 
对 边 的 距离 的 二 倍 . 

证 明 ”如 图 10.13,O 为 A4BC 的 外 心 , 瑟 为 重心 , 连 CO 
交 AABC 外 接 贺 于 DD, 连 DA.DB, 则 DA L AC,BD | BC, 
X. AH BC,BH | AC. 

所 以 DB //AH,DA // BH>ODBHA>AH = DB, 

X  DB= 20M, 所 以 AH = 20M. 

间 理 可 证 ”BAH = 20N, CH = 20K. 证 毕 . 

例 10.3 AD E AARC 的 一 条 高 ;以 4B、4C 为 边沿 外 
作 正 方形 ABEF 和 ACGH, 连 BG、EC, 求 证 :4D、BG.CE 相 
交 于 一 点 . 

证 明 ”如 图 10-14, 延 长 D4 至 天 ,使 4K = BC EFK, 
KH; 则 人 KAH 2 ABCA, AKAF &2 ACBA, i£ KC. KB., BW 
可 得 AKAC sQ ABCG, AKAB 2 ACBE. 

Fi ZACK = LCGB, ZKBA = Z BEC, 

且 它 们 分 别 为 <KCG 及 人 KBE 的 余 角 . 

所 以 BG | KC,CE | KB, 

J AD.BC.CE 为 人 KBC 的 三 条 高 线 , 故 它 们 相交 于 

例 10.4 在 和信 4ABC 中 ,4B = AC, Ñ O INJ] A ABC 的 
外 接 圆 于 也, 且 与 边 ABAC 分 别 相 切 于 P.Q, 证 明 :线段 PQ 
的 中 点 是 人 A4BC 的 内 心 . 

证 明 ”如 图 10-15, 连接 AD.PD.QD, B 81 AD 平分 
ZPDQ K ZA, 

因为 PQ / BC, 

所 以 Z APQ =: Z ABC @ 

X ABOO P, 
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AH 
< 
p 
图 10-14 -< 图 10-15 
则 ZAPQ = ZPDQ = 2ZPDM 2) 
再 连 BD,BM, hF ZPBD = /PMD = 90, 
故 P.B.DM 四 点 共 圆 . 
所 以 ”APBM = ZPDM. @ 


H DO © H$: PBM = MBC. 
BI BM 是 人 ABC 的 平分 线 , 而 AM 是 LA 的 平分 线 , 所 以 > 
m M E: AABC 的 内 心 . 

这 是 第 20 届 国 际 数 学 奥林匹克 竞赛 试题 ,其 实 当 AB Z 
4C 时 ,结论 也 成 立 , 这 个 问题 留 给 有 兴趣 的 读者 进一步 探究 ， 


练习 与 思考 


1. 证 明 本 章 “ 引 伸 与 推广 部 分 命题 (1) 一 (8). 
2.C 为 人 4PBC 的 重心 ,4 = 90, RIE: 
GE + GC = 5GA2. 
3. AARC hipote $o; 3312 O.H, ZA = 60°, kis; 
AO = AH. 
4. AABC + ,BC = j4cm, BC i# t4) @ AD = 12cm, PH 4è 
圆 半 径 > = 4cm, £ AB.AC z X. 
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S41L1 € 理 


欧 拉线 定理 ”任意 三 角形 的 垂 心 妃 .重心 G 和 外 心 O， 
z= ät, H HG = 260. 

上 述 定理 中 的 直线 通常 称 为 三 角形 的 欧 拉线 . 这 个 定理 
是 1765 年 著名 数学 家 欧 拉 提 出 并 证 明 的 . 

° 欧 拉 (Euler ,1707 ~ 1783 年 ) 是 一 位 多 产 的 数学 家 、 物 理 

学 家 和 天 文学 家 ,他 于 1707 年 4 月 15 日 出 生 于 瑞士 的 巴塞 
尔 .13 岁 上 大 学 ,17 岁 成 为 巴塞 尔 有 史 以 来 第 一 个 年 轻 硕士 ， 
24 岁 成 为 物理 讲座 教授 . 26 岁 成 为 数学 教授 及 彼得 堡 科学 院 
数学 研究 所 的 领导 人 . 欧 拉 的 名 字 频 繁 地 出 现在 数学 的 许多 
领域 . 他 19 岁 开始 发 表 论文 , 半 个 多 世纪 始终 以 充沛 的 精力 
不 倦 地 工作 . 28 岁 时 他 右 眼 失明 ,59 岁 后 左 眼 也 视力 减退 , 渐 
至 失明 . 在 失明 的 19 年 间 , 欧 拉 以 惊人 的 谢 力 ,超人 的 才智 任 
着 记忆 和 心算 ,仍然 坚持 富有 成 果 的 研究 ,他 以 口授 子女 记录 
的 办 法 发 表 专 著 多 部 ,论文 400 多 篇 ,直至 生命 的 最 后 -- 刻 ， 
一 生 共 完 成 论文 860 多 篇 ,后 人 出 版 他 的 全 集 多 达 72 集 . 

上 述 定 理 的 提出 与 解决 ,被 称 为 所 谓 三 角形 几何 学 的 开 
端 . 


§ 11.2 ”定理 的 证 明 


定理 的 证 法 是 很 多 的 ,下 面 的 证 法 1 以 其 简明 而 著称 . 
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证 法 1 如 图 11-1 中 , 设 M 为 4B 中 点 ,连结 CM, 则 G 
在 CM 上, 且 CG = 2GM. # OM , 则 OM 垂直 平分 AB. 延长 
OG 到 下 ,使 HG = 260, CH'. 

Ey LCGH = ZMGO, Ø ACH'Go AMOG, 
从 而 CH' /OM, 即 CH' | AB. 同 理 AH' | BC, 
即 H' 为 垂 心 , E 


图 11-1 图 11-2 

证 法 2 ” 设 4 .BC 分别 为 A4BC 三 边 的 中 点 , 取 重 心 
G 为 位 似 中 心 , 且 位 似 比 :4G : GA = 2 : 1( 如 图 11-2). l 

在 此 位 似 的 变换 下 ,4.B、C 的 对 应 点 分 别 为 A1、Bi ,Ci. 
AAPC 的 垂 心 的 对 应 点 为 A4 B,C, HED. 

因为 AD | BC,BC, / BC,A,O // AD, 

所 以 AO BCA CO LAB. 

所 以 0 为 人 4BiC: 的 垂 心 . 

于 是 O.G.H = j jt 2, H 
OG : GH = 1 : 2. 

证 法 3 如 图 11-3, 以 A4BC 的 
外 心 O 为 原点 建立 直角 坐标 系 , 设 
Alt y1) BC: 132) CCT; ,3%)， 则 有 外 
心 O(0,0) ,重心 G 
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Í zi + z; t zs yi ty ty ` 
3 ， 3 ,; 作 OM | BC 于 M,ON | AC 


FN, UM NIIH BC ACHTA OM ON 的 斜率 分 别 
y= + Xs Xi + 35 十 ys 


2 + Za r + z; 
设 重心 H 的 坐标 为 Cz,y) , 则 TY 为 
y x = a — z) @ 
y EY , 
25a Fr C 2) @ 


的 解 . 
H @ — @ ## 


y: + ys — Q + ys) = > Ha — 21) 


— M L 35 (x — z) 


移 项 整理 可 得 
Ce — G+ m H [E — 935 0, 


=, 十 zs z, + T; 
后 一 因 式 为 OM .ON 的 斜率 之 差 , 故 不 为 0， 
所 以 z = z, + z; + zs. 
代入 得 y= x 十 和 十 ;所 以 恒心 坐标 为 
HOQ. + x; + ay + y + s) 
〈 这 一 结论 在 第 十 五 章 中 还 要 用 到 ) 
显然 有 O.G.H 共 线 , 且 HG = 2GO. 


3 11.3 定理 的 推广 
欧 拉 线 定 理 有 下 面 更 一 般 的 结 
定理 11.1 设 CG 为 人 4BC i: ÈD EEF 分别 为 BC、 
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CA. AB 的 中 点 ,O 为 平面 上 任意 一 点 ,过 点 4 的 直线 1 // 
OD, 过 点 B8 的 直线 4s/ OE, 过 点 C 的 直线 4 / O F, W lalo 
L JER H, HE HG = 260. 

证 明 ”如 图 11-4, 连 
OG £ H' ,使 GH = 2G0'， 
X AG = 2GD, 

LAGH' = /DGO. 

PEL AAGH'VADGO , 

ZO DG = ZH' 4G, 

图 11-4 从 而 AH / O D, 故 
AH' 即 为 直线 L, 

HO 为 4 与 OG 的 交点 ; 

同 理 可 证 ,4 与 OG 也 交 于 好 , 

E ladede HS H' B] H, B# GH = 2O G. 

显然 , 当 点 O 为 人 4BC 的 外 心 O 时 ,OD L. BC, $ la L 
BC, 同 理 | AC, XF H BI AABC 的 重心 ,得 前 面 所 述 的 
特殊 情形 . 


§ 11.4 ”定理 的 应 用 
例 11.1 如 图 11-5, 四 边 形 


ABCD 内 接 于 @O, 对 角 线 AC L BD, [AT 
OE | AB,E JEE, 求证 :OF = ZS. 


证 明 CF L| 4B, 交 BD 于 HH， 4 


J| H A A ABC 的 重心. 
j CE % OH + G, 因为 O 为 
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AABC 的 外 心 , 则 C 为 A4BC 的 重心 , 且 GH : OG = 2: 1. 
因为 OE // CF. 
所 以 CH :OE= GH :OG=)2:1. 
因为 ”ZACD = ZABD = ZACF, 
所 以 CD = CH, 从 而 有 CD :OF 一 2 :1， 
即 OE = +CD. 


练习 与 思考 


1. 已 知 :人 4BC 内 接 于 OO, 刀 为 重心 ,人 BAC = 60° , R 
证 :BAC 的 平分 线 重 直 于 欧 拉 线 . 
2. 如 果 AARC 的 欧 拉线 平行 于 BC 边 , 则 tgBtgC = 3. 
A 


Q 


(第 1] 题 ) 
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第 十 二 章 。 欧 拉 定 理 


$121 Æ 理 


KEE iOO, OO: WERSI rA R, BGEA 
qd, 若 存在 一 个 三 角形 以 OO, AARAA , EA 
ITA O; , 则 

d° = R° + 2Rr, 


P l 1l zl 
或 dR dR Tr 


当 @O JAWAR 一 ”号 ,为 劳 切 贺 时 取 “ 十 ”号 . 

上 述 定理 通常 被 称 为 关于 三 角形 的 欧 拉 定理 ,也 有 书 称 
为 察 拍 尔 (Chapple) 定理 . 但 不 论 属于 谁 .这 一 -定理 的 发 现 至 
今 已 有 二 百 多 年 的 历史 . 和 而 且 欧 拉 的 学 生 富 斯 (N. Fuss) 在 
1798 年 还 给 出 了 它 的 一 个 推广 . 

$12.2 ”定理 的 证 明 

证 明 ”加 图 12-1( 右 图 ), 连 40O,, 设 其 所 在 直线 交 GO, 

于 D, 连 BD, ht O, fE OO, 的 直径 EF, Wi ARER 
OD -OA = O,E -OF = |R — d], 
又 “40, = Z, 
Z BO,D == B + a = ZO,BD. 
(内 切 时 取 “ 十 ” 号, 旁 切 时 取 “ 一 ”号 ) 
所 以 O,D = BD -= 2Rsina, 
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FFEIL AO, .0OD = Sm - 2Rsima = 2Rr. 


从 而 有 |R? — d| = 2Rr 

4 @O, JSU, R >d, H P = R — 2Rr; 

当 OO, 为 旁 切 圆 时 ,R < d,# P = R 十 2Rr. 证 毕 . 

欧 拉 定理 的 逆 命 题 也 成 立 . 

TER i O0, OO: 的 半径 分 别 为 > 和民, 圆心 距 为 
d,i d = 展 干 2Rr, 则 存在 一 个 人 4BC, 它 外 切 (或 旁 切 ) 于 
QO, 又 内 接 于 OO.. 

证 明 ”如 图 12-1( 左 图 ) ,在 GO, 上 任 取 一 点 4, 连 AO, 
% @O, 于 了 ,在 @O: 上 取 点 B.C, 使 DB = DC = DO. 

因为 ”DB = DO, = 2Rsina, DO, - AO, = |R — A| 
代入 =RF2R 化 简 得 

r = AO, + sina, Bj sina = 15; 

故 AB 为 OO, 的 切线 , 同 理 AC 也 为 OO 的 切线 . 
又 因为 ZDBO, = LBOD = B +a, 
ZDBC = ZDAC = a, 
所 以 ZO,)BC = (8 + a) £ a = fp. 
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故 BC 也 为 @O: 的 切线 ,所 以 @O 为 人 4BC 的 内 切 贺 或 旁 切 
圆 . 证 毕 . 


S12.3 ”定理 的 引伸 与 推广 


1. 定理 的 引伸 

在 欧 拉 定 理 中 , 若 @O 为 人 4BC 内 切 贺 时 ,因为 &? = R 
— 2Rr > 0, PFA R > 2r, AA 

定理 12.1 若 人 4BC 外 接 圆 半径 为 R, 内 切 圆 半 径 为 7， 
Mj R — 2r. 

2. 定理 的 推广 

将 三 角形 推广 到 四 边 形 , 得 到 

定理 12.2 ik O0, OO, 的 半径 分 别 为 r.R, 圆 心路 为 
d, 若 存在 一 个 四 边 形 ABCD 外 切 于 OO 且 内 接 于 OO , 则 


1 | _ 1 -1 
(R—dy ' (R+ d X: 7 

证 明 (同一 法 ) 如 图 12-2, 四 
边 形 ABCD 外 切 于 QO, ,E.F.G.H 
为 切 点 ,由 弦 切 角 性 质 , 24% EG | 
FH, EEX M, Æ AM. AO... EH, 
MJ AO, EH , 设 交点 为 和 N, 则 

ON? + NIP = 2, 

又 因为 MN = NH, 

所 以 ON: + NM =r. 图 12-2 

设 ZNO,M = a, 

BJ MN? = MO} +0,N? — 2MO, .+ ONcosa. 

令 MO =e ON=<= 得 

22 — 2x * ecosa + ë = 2, 
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2 
SOA = y, i] z * y = rr = 了 ,代入 上 式 得 


2 
r 
2 2 Ç ose = r°, 


2r4 re 
或 Fa = 2 2 — 2Xcosa y. 


延长 MO, 至 0, 连 AO;, 令 0,0, =d 
MJ O, = ?TY + Yeo 


在 上 式 中 取 4d = 二 -全 ,得 


r'e 
ow iay +2 


= 2 ycosa 


rie 


4 
xy + z 2 5 EHO. 
同 理 可 得 O,B: = O,C: = oD = =k, 
所 以 A.B.C.D 四 点 共 圆 , 即 ABCD 内 接 于 OO:. 


&O,A =RẸR =d 4 


toe 
即 r-e Z PA a= Z 
e. 
HA -esr s 


2 
= 7 OiR LY — 4rd]. 


4 2 
即 有 = d? 一 (R? 二 aR dY? 4r2d22 9 
化 简 整 理 有 


1 1 1 、 
Ra T REA 证 毕 . 


上 面 的 证 明 表 明 其 逆 命 题 也 成 立 . 同时 还 得 到 一 个 重要 
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结论 ; 既 有 外 接 辆 又 有 内 切 圆 的 四 边 形 其 对 边 切 点 连 线 的 交 
点 在 两 圆 连 心 线 上 

X Rim t Ra 2: 一 卢 化 为 整 式 整理 可 得 

(d° — R — (2 — 22) = 0 
显然 dr? — R: Z O.INJEfi d — (R — 22) = 0, 

BE = R — 22 2 0, R> Z 2r 

这 样 我 们 又 有 

定理 12. 3 若 凸 四 边 形 既 有 外 接 圆 又 有 内 切 图, 上 外 接 
MERS R, 内 切 圆 半径 为 >, 则 R> /2r. 

更 一 般 地 ,还 有 

定理 12.4 hnde 4.4:…4, 既 有 外 接 圆 又 有 内 切 ， 
略 , 设 其 外 接 圆 半径 为 R, 内 切 圆 半径 为 ”, 则 


Reos = = r. 


证 明 略 . 
§ 12.4 定理 的 应 用 


王 面 几 例 是 定理 12. 1 的 应 用 . 
例 12.1 在 和信 4BC 中 ,求证 : 


. A. B. 
sin sin —smn <5. 
2 2 


证 明 ”不 难得 到 


r = 4Rsin Ssn Ssin E, 
所 以 RÈ 8Rsin 3 Ai sin Ssin S, 
. B. Col 
BH sin —sin 2 Sin y < z’ 


例 12.2 Æ AABC 中 ,求证 : 
sinA + sinb 十 sinC 
sinAsinBsinC 24. 
证 明 HEER, 
sinA — sinB + sinC 


sinAsin BsinC 
— +š a 
2R TAR. _4Rlatbto 
n Poa abc 
(2R)š 
由 三 角形 的 内 切 加 和 外 接 圆 半径 公式 知 
a+ b+ c= 2S abe = = 4RS, 
mEn sinA + sinB + sinC — 2R 4R 
所以 sinAsinBsinC r > Ro 4. 
例 12. 3 在 AABC 中 ,求证 ， 
i.l, 1 v3 
a b + c > R ` 
、 E al. L 1 ~、 2 1 l. 2 
证 明 因为 gtg 03 ZS TL 22 Z 
工人 和 
十 a: = ca 
l 1 l—1 1 ,1 
所 stpt eTa 
s jl 1i i\ a;l 1.1 
k + ES L £ 二 L 
H atp tr] > 3| G t i Eal 
3.25 
3a tbr _ ` r 3 — 3 
E abc 4RS 2Rr R° 
1 1. 3 
所 以 | b + c > R 
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练习 与 思考 
1. AABC t a RAAF A B C, RAA BC 
的 面积 芝士 人 ABC 的 面积 ， 


2. 设 人 ABC 的 内 切 圆 半径 为 >, 顶点 到 内 心 O 的 距离 分 
别 为 mn、p, 求 证 :mnp È egr. 

3. 已 知 八 ABC, 其 三 边 长 为 4a.b.c, 内 切 圆 为 QO, 切 点 三 
角形 DEF 的 三 条 边 长 分 别 为 由 .bcl, 求 证 :apc > Babci. 


4 R E n ARAWAKA 62 k 38 + cos Z. 
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STZ% HREM 


$13.1 Æ 理 


相交 弦 定 理 ”过 圆 内 一 点 引 两 条 弦 ,各 纺 被 这 点 所 分 成 
的 两 线段 的 积 相等 . 

切割 线 定理 。 从 圆 外 一 点 向 圆 引 切线 和 制 线 , 切 线 长 是 
这 点 到 割 线 与 圆 的 交点 的 两 条 线段 长 的 比例 中 项 . 

基线 定理 ”从 圆 外 一 点 向 圆 引 两 条 割 线 , 则 这 一 点 到 每 
条 割 线 与 圆 的 交点 的 两 条 线段 的 积 相等 . 

上 述 三 定理 统称 为 圆 医 定 理 , 它 们 的 发 现 至 今 已 有 两 千 
多 年 的 历史 . 其 中 相交 驴 定 理 和 切割 线 定 理 被 欧 几 里 得 编 入 
他 的 《几何 原本 江 第 三 篇 的 第 35 个 命题 和 第 36 个 命题 ). 

它们 有 下 面 的 统一 形式 

AREE “过 一 定点 作 两 条 直线 与 定 圆 相 交 , 则 定点 到 
每 条 直线 与 圆 的 交点 的 两 条 线段 的 积 相等 . 

即 它们 的 积 为 定 值 . 这 里 我 们 把 相 切 看 作 相 交 的 特殊 情 
帝 , 切 点 看 作 是 两 交点 的 重合 . 若 定 点 到 圆心 的 距离 为 4, 圆 
半径 为 7, 则 定 值 为 dP — r]. 

如 图 13-1, 当 定点 P 在 圆 内 时 ,d? 一 2 < 之 0, 其 绝对 值 等 
于 过 定点 的 最 小 弦 一 半 的 平方 ; 

YERERE, d — 2 = 0; 

当 定 点 在 圆 外 时 ,qd? 一 r > 0, 其 值 等 于 从 定点 向 圆 所 引 
切线 长 的 平方 . 

123 


图 13-1 
这 或 许 是 为 什么 称 为 圆 医 定理 的 由 来 . 特别 地 我 们 把 
IP — | 称 为 定点 对 圆 的 寡 .“ 寡 ”这 个 概念 是 瑞士 数学 家 斯 
坦 纳 ( 见 第 十 七 章 ) 最 先 引用 的 . 点 对 圆 的 寡 是 “ 圆 几 何 学 ”的 
“个 重要 概念 , 圆 寡 定理 则 是 “ 圆 几 何 学 ”的 一 个 基本 定理 . 


$13.2 ”定理 的 证 明 


首先 我 们 看 到 ,切割 线 定 理 是 割 线 定理 当 制 线 PCD 运动 
到 C.D 两 点 重合 于 一 点 的 极限 情况 (图 13-26), FER 
们 只 就 相交 弦 定 理 和 割 线 定 理 给 予 证 明 ， 


(a) (b) 
图 13-2 
证 明 ”如 图 1]3-2, 连 AC、BD, 则 人 PAC = ZPDB, 
又 ”4PC = /BPD, 


124 


' ， PA _ PD 
AML APAC o APDB=> PC = PR 


E PA.» PB = PC. PD. 命题 得 证 . 
如 果 我 们 连 PO, 交 OO F EF, WA 
PA.PB= PC - PD = PE.FP 
I 2 
-er d= (YN) CPP 在 加 内 时 ) 


2 
(4 一)(d 十 让 二 4 一 r= PI (P 在 贺 外 时 ) 
这 即 是 我 们 提 到 的 结论 ， 
最 后 指出 , 圆 守 定理 的 道 命题 也 是 成 立 的 ,这 是 证 四 点 共 
圆 常 用 的 依据 . 
圆 军 定 理 的 逆 定 理 ” 若 4B.CD 相 交 于 P, 且 PA PB = 
PC + PD, 则 A,B,C,D SHIA. 


(a) (b) 
图 13-3 
特别 地 ,如 图 13-30) 4 CD 两 点 重合 为 工时 , 则 有 
切割 线 定 理 的 逆 定 理 7AB TPšSE FP, HPA. PB= 
PT2, 则 PT JJ AABT 的 外 接 圆 于 过. 
这 两 个 定理 的 证 明 是 很 简单 的 ,我 们 把 它 留 给 读者 . 
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S13.3 ”定理 的 推广 


1. 向 圆锥 曲线 推广 

把 男 宏 定理 向 圆锥 曲线 推广 ,可 得 

定理 13.1 设 过 点 PP 的 直线 AB.CD 分 别 与 二 次 曲线 
az + by = 1 相交 于 4.B.C.D( 对 双 曲 线 , 仅 考 虑 它 的 一 
支 ),48 的 倾角 为 a,CD 的 倾角 为 B,QS.QT 分 别 为 平行 于 
ABCD 的 切线 ,S、T 为 切 点 , 则 


PA + PB _ acos2B + bsin28B _ QS? 
PC + PD ` acosta + bsin2a QTE 


证 明 ”如 图 13-4. 设 己 的 坐标 为 
(xzoyyo) , 则 AB 的 参数 方程 为 
z = x 十 tcosa 
Ñ = yo + tsina 
RA ar + by = 18% 
(acosza 十 bsin2a)#2 + (2axocosa 十 2byosina)t 
+ ax + by — 1 —= 0 
由 上 的 几何 意义 有 


3 +b — 
PA» PB = |a|} || = | * t| = at 


一 . ax + bys — 1 
HEA PC* PD= acos28 + bsin28 
从 而 有 P: PB = acos28 + bsin? g 

设 久 的 坐标 为 (zzz , WJ QS 的 参数 方程 为 


acos?a 十 psin2w 
Ñ = m 十 icosa， 


y = n + tsina, 
am? + br? — 1 
acos?a + psin2a 


同上 可 得 ”QS? = |rt) = 
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> am +n? — 1 
QT” = acos? 8 十 psin28 | ` 
， QS? acos? 十 bsin28 
所 以 QT? | acosza 十 psin2a @ 


结合 D. Q), EBE4IHIE., 
显然 , 当 a 一 2 时 ,az 十 bo2 二 1 为 一 个 圆 ,有 QS — QT， 


APA PB 1, ARER. 


同 理 还 可 得 

定理 13.2 设 过 点 P 的 直线 4B、CD 分 别 交 抛物 线 x = 
2px F A,B,C,D, AB 的 倾角 为 a,CD 的 倾角 为 B,QS.QT 分 
别 为 平行 于 ABCD 的 切线 ,S、T 为 切 点 , 则 

PA: PB _ sin28 _ QS? 
PC. PD s“ QT? 

更 一 般 地 ,还 有 

定理 13.3 设 过 点 P 了 的 直线 AB.CD 分 别 交 圆锥 曲线 
Ar + Bizy + Cy + Diz + Ey + F = 0A, B, 至 少 
有 一 个 不 为 零 ) 于 A、.B.C、D( 对 双 曲 线 仅 考虑 一 支 ),4B 的 
倾角 为 a,CD 的 倾角 为 6,QS、QT 分 别 为 平行 于 AB.CD 的 切 
RST AIA MN 

PA ° PB _ Acosh + BicosB + sinf 十 Cisin20 _ QS? 

PC. PD ` Acos + B,cosa » sina 十 Cisinza — QTY 

证 明 仿 定理 13. 1 , 略 . 

2. 向 任意 四 边 形 推广 

还 可 把 圆 磊 定理 问 任 意 四 边 形 推广 , 即 有 

定理 13.4 ”如 图 13-5, 设 4 A4: A 是 同一 平面 上 三 
个 不 共 线 的 任意 四 点 ,直线 AA, AsA, 相交 于 已 , 记 线 段 PA, 
一 0G = 1,2,3,4) ,三 角形 AAA,..AA,.A..A.A A AAA; 
的 外 接 圆 半径 分 别 为 R RaR Ri MA 
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R FR.,a,a, = R,R,asa,. (Cx) 

显然 , 当 AnA A A 四 点 共 圆 时 .有 

R = R, = R = R, M] aa, = aao 

即 PA, + PA, = PA, * PA, ERDRE DUEN 
13.4 确 系 圆 医 定理 的 一 个 推广 . 

证 明 WAR AA = ajl, j = 1,2,3,4), AAAA 
AAAA AAAA AAAA 的 面积 分 别 表示 为 S1、S;、S;、 
Si Mis ZAPA, = a, 

根据 三 角形 面积 ,外接 圆 半径 和 三 边 的 关系 ,有 


a23 * a34 * U24 
R, — “3 “3 “24 


4Š, 
又 如 图 13-5 所 示 ， 


~ 1 ; 
S, = Sady * asina. 


2 
所 以 及 = _Q23GQ24 [8] 13-5 


HE R = eS, Rs = ZM 


 2ajsina” 2a,sina? 


13d23 
R, = uda. 
2a,sina 


a, aa 
所 以 有 Re， aa = 3 a 


2assina 2asina 


— 3214534 
4sin2za ° 
-1 1381482324 
H RR, ° aa, = —*—— — 
同 理 3 3Ha Asin°a 
所 以 R Raa; 一 Es,R,asa,. 证 毕 . 


§ 13.4 ”定理 的 应 用 


例 13.1 (射影 定理 ) 在 直角 三 角形 中 , 斜 边 上 的 高 是 两 
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直角 边 在 斜 边 上 射影 的 比例 中 项 ;每 -直角 边 是 它 在 斜 过 上 
的 射影 和 和 斜 过 的 比例 中 项 . 
证 明 ”如 图 13-6.4E RtA ABC 的 外 


Z 接 圆 ， CP HEHH AB. 上 的 高 ,延长 CP 交 < 外 
A Z 接 圆 于 万 , 则 由 相交 弦 定 理 , 有 


B AP .PB = CP + PD, 
有 因为 ”CP = PD, 
p 所 以 CP: = AP : PB. 
d 13-6 又 AC | BC.ACPB 为 直角 三 角形 ， 


BC 为 人 CPB 外 接 加 直径 ,所 以 AC 切 圆 BPC 于 C, 由 切割 线 
AC: = AP + AB. 
同 理 有 BC = BP + BA, ATA PAHE ， 
例 13.2 如 图 13-7. 已 知 两 圆 相 
交 于 点 M.N, C 为 公共 弦 MN 上 任 
意 一 点 ,过 C 任意 作 一 直线 与 两 圆 的 交 
点 顺 次 为 4.B、.D、E, 求 证 : 
AB _ ED 图 13-7 
BC ` DC 
证 明 :根据 圆 之 定 理 , 有 
AC . DC = MC : CN = BC + CE, 


|, AC_CE 
所 以 je = Per” 
AC — BC _ CE — CD 即 AB _ ED 
BC E DC . BC DC: 


例 13.3 如 图 13-8,PA.PB 切 QO 于 A.B,PO 交 OO 
FN. X ABF M, iI P ERER OO FCD, M 
ZDON = ZDCM. 
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证 明 连 0B, 则 OB | PB, 又 4 
| PAM ,由 例 13.1 有 
PB: =,PM . PO, 
X PB = PC .PD. 
所 以 PC .PD = PM : PO. 
HAREAN, OM .C.D 四 点 
共 圆 , 故 有 


ZDON = ZDCM. 

例 13.4 如 图 13-9,04.O0B 为 OO 的 两 条 半径 ,BE | 
OA F E,EP | 4AB 于 P, 求 证 :OP? + EP: = OR, 

证 明 ”由 例 13.1 有 PF = PA +» PB. 
LPE @O 内 ,由 圆 共 定理 的 统一 形式 ,有 

PA . PB = OB: — OP?, 
所 以 EP: = OB: — OP, 
即 OP: + EP = OP. 


ANP B 


图 13-9 图 13-10 
例 13.5 ”如 图 13-10, 从 @O 外 一 点 书 作 直径 AB pE 
REEN M, iÈ P ERRE OO FCD KHE: 
PC + PD + AM + BM = PM, 
“证 明 ” 设 MP 交 @O 于 N, 连 OP.ON, 由 圆 索 定理 的 统 
一 形式 ,有 
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PC.PD = OP? — ON. 
由 于 AB 是 ©O 的 直径 , 则 MN 为 RtA4NB 斜 边 上 的 
高 ,所 以 有 
AM . BM = MN: = ON: 一 OM2. 
故 PC» PD -+ AM .BM = (OP: — ON?) + (ON? — OM?) 
一 OP — OM? = PM. 证 毕 . 


练习 与 思考 


1. 人 4BC 的 三 条 高 AD, BE,CF 相交 于 H, is, 
AH .万 D = BH. HE = CH +: HF. 

2.RtAABC +, E AA CEARA AB 的 好 足 为 D,G 为 

CD 上 一 点 ,AG 的 延长 线 交 AABC 的 外 接 图 于 五 ,求证 : 
AG. AH = AD. AB 

3. 条 件 同 1, 求 证 :BA， BF + CA ° CE = EC. 

4. 从 加 外 一 点 M, 引 图 的 切线 MT (T 为 切 点 ), 过 MT 的 
中 点 4 s| $| ABC 交 贺 于 B.C 两 点 ,求证 ;人 AMB = 
ZMCA. 


C 
EN í j 
G7 A 
(第 2 题 ) | (第 4 题 ) 
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第 十 四 章 APERE EM 


$141 E 理 


婆罗 摩 及 多 定理 对 我 们 并 不 陌生 , 它 以 下 面 的 形式 出 现 
在 现行 的 课本 里 ( 见 九 年 义务 教育 三 年 制 课本 《几何 》 第 三 册 
P210 页 第 2 题 人 教 社 94 年 版 ) ， 

婆罗 摩 及 多 定理 ”内 接 于 圆 的 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 
AC 与 BD 垂直 相交 于 点 ,过 点 的 直线 与 边 AD. BC 分 别 
HEFTA H HM. 

(1) WR KH LAD, $} A CM = MB; 

(2) 如 果 CM = MB, $A KH | AD. 

婆罗 摩 及 多 (Brahmagupta, X PRIER, 25) 598 ~ 660 年 ) 
是 印度 卓越 的 数学 家 和 天 文学 家 .在 628 年 ,他 写 了 -- 部 有 二 
十 一 章 的 天 文学 著作 《婆罗 摩 及 多 修订 体系 》, 其 中 有 专 述 算 
术 , 代 数 . 几 何 的 . 他 的 著作 被 认为 是 印度 人 在 几何 方面 最 为 
出 色 的 . 他 研究 的 主要 问题 是 :根据 所 给 的 边 和 外 接 贺 半径 ， 
求 三 角形 面积 ; 作 三 角形 使 它 的 边 、 外 接 圆 半径 和 面积 部 是 有 
理 数 ; 根 据 给 定 的 四 边 形 计算 它 的 对 角 线 .面积 .高 以 及 与 四 
边 形 有 关 的 某 些 另外 的 线段 . 他 也 普 给 出 已 知 四 边 形 的 四 边 ， 
求 四 边 形 面积 的 公式 : 

S= VP OG DPTOP d). 

这 里 wec.d 为 边 ,p = Lea +b +e +d). (RRR E 
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公式 只 当 四 边 形 内 接 于 贺 时 才 成 立 ( 见 第 六 章 ). 此 外 ,婆罗 摩 
及 多 还 在 628 年 左右 正确 地 给 出 了 负数 的 四 则 运算 法 则 ,在 
处 理 级 数 问题 中 ,他 也 是 印度 数学 家 中 最 杰出 的 一 位 . 

为 简便 起 见 , 在 下 面 的 讨论 中 ,我 们 把 上 述 的 婆罗 摩 及 多 
定理 ,简称 为 婆 氏 定 理 . 


证 明 
(1) 


(2) 


$ 14. 2 ”定理 的 证 明 


1 ”如 图 14-1 所 示 . 

因为 KH | AD,AC | BD 
所 以 Z= /A2= ZA. 4 
X /2= /3, 
所 以 23 = 人 4,MB = MK. 
同 理 MC = MK， 
所 以 BM = CM. 

所 以 CM = MB, 即 KM 为 


Rt 人 BKC HA BC 上 的 中 线 , 因 此 有 天 M = MB, Z3 = 人 4， 


又 
而 
所 以 
证 明 
BM 


LA3= L2, L45 ZA, LA2= ñ. 


Z1 + Z5 = 90° 
Z2+ Z5=90, BW KH | AD. 
2 G) 如 图 14-1, 由 定理 8. 1. 
KBsinZ4 _ KB sin/4_ KB 


MC RCsin(90° — ZA KC cos/4 KC “tg 4. 


因为 
所 以 


所 以 


KH | AD, +. A5 Z2= ¿4. 
DK 


BM _ KB DK ue 
MG = KC KAT LBM = MC. 


(2) 由 BM = MC, 得 


KBsin/4 _ BM _ KC 
REEeG24 MC 7 LP tg 4 = kh 


C 


又 RB 一 RA 所 以 g= Ku 

所 以 Z= 2, X. /1= 4， 

所 以 ”和 1 = 2. 

所 以 2 + Z5 = Z1 + Z5 = 90°, 

W KH 上 AD, KAEBASUVUE., 

接着 我 们 指出 We Ka iq MEN 

TER — 若 四 边 形 的 两 对 角 线 互相 垂直 ,并 且 

(1) 过 对 角 线 交点 向 一 边 所 作 垂 线 平分 其 对 边 ; 

(2) 对 角 线 交点 与 一 边 中 点 的 连 线 垂 直 于 对 边 ; 

(3) 对 角 线 交点 、 交 点 在 一 边 上 的 射影 及 对 边 中 点 三 点 
共 线 . 

这 三 条 中 只 要 一 条 成 立 , 则 四 边 形 内 接 于 圆 . 

下 面 仅 给 出 (1) 的 证 明 , (2)、(3) 的 证 明 可 类 似 得 到 . 

证 明 ”如 图 14-2 所 设 ,KT | CD,KH | AD,HK.TK 
分 别 交 BC,AB F M,N, H M,N 分 别 
为 BC. AB 中 点 , 则 


£1 = £2 = L3, 
Z5 = L6 = L1, 
KH 24+ 23 = 90, 
Z8 + Z7 = 90°, 
所 以 Z4+ Z1 = 90°, 
Z8 + Z5 = 90°, | 图 14-2 


ZBAD + ZDCB = 180°, 从 而 ABCD 内 接 于 圆 . 


914.3 ”定理 的 推广 
1. HARTE 
定理 14.1 (图 14-3)4BCD 为 圆 内 接 四 边 形 ,AC、BD 交 
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I BM _ sin2 Z KCB 
TK,KH | ADX BC + M, WTC = sin2/ KBC 


证 明 ”由 定理 8.1, 有 
BM  BKsin ZBKM 
MC KCsn MKC 


‘1 


BK_ snZKCB 
Ç KC sin ZKBC° 
图 14 3 LBKM = ZHKD= 90° — /ADB 
= 90° 一 /KCB. 


所 以 sin BKM=cosZ KCB, 同 理 sn¿MKC= cosZ K BC. 
故 有 ‘BM _ BK sin/ BKM 
MC KC sin/ MKC 
_ Sin ~KCB 。cos 一 天 CB _ sin2 ZKCB 
sin/ KBC cosZXKBEC 一 sin2 一 KBC- 
显然 , 当 4C | BD Hf,2ZKCB + 2ZKEC = 180", 有 
BM _ _ sea 
MO 二 1; 为 婆 氏 定理 . 
2. 四 边 形 不 内 接 于 国 K 
定理 14.2 (图 14-4) 在 四 边 形 c 
ABCD 中 ,4D | BCT. K,KT' | AB D 
FT, X DCF N,KH| DCFH, 


`B 
XAB FM, WPS =M. ”i 
KA. KD 图 14-4 
KB. KC: 
WBA 因为 ¿NKC = ZMAK 

( 均 与 人 DKN 互 余 ) 

LNCK = ZAKM 

( 均 与 HKC EA) 


， CK KN NC 
所 以 ACKN v AKAM > Fk AM = KM 
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D 


(MB = KN : KD 
j DK © 
Ton = KM: DK 
\ KB 
~ ON AM KA.KD 
` (GN H 一 PP 
ERORO NC MB KB. KC 


## BJE ABCD, H4 AC DB 共 圆 时 有 
KEKE = 1 得 AM = MB, WERE. 

3. 对 角 线 交角 为 a 

定理 14.3 (图 14-5) 圆 内 接 四 
边 形 ABCD 的 两 对 角 线 AC. BD 相交 
FK, XAA a KH 5 ADXFH, H. 
ZKHD = a,HK 交 BC F M ,WIJ 

BM _ sin(a + /BCK) 

MC sn/ KBC ` 

证 明 AA ZHAK = ZXK5EC, 
ZAHK = Z BKC (a 的 补 角 )， 

所 以 ZBCK = ZAKH = 
ZMKC= KM = MC. 

所 以 BM BM sin BKM _ sin(a + SRCB) 

MC MK snZKBM Sn 一 天 BC 


"4 a = 90° Hf, A Ep 二 1, 得 BM = MC, 即 
VEREA 


定理 14.4 ”如 图 14-6,E E PIA OO 的 内 接 四 边 形 
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ABCD 的 对 角 线 BD. AC 的 中 点 ,分 别 过 E.R 作 EK | AC, 
FK | BD, 两 直线 交 于 KK,KH | ADX BC + M ,WJ 
BM = MC. 

显然 , 当 AC L 2BD, 氏 为 4C、BD 的 交点 , 汛 氏 定理 为 其 
特殊 情形 . 

证 明 ”延长 BK 至 T, 使 KT = BK, 连 40 交 @O 于 9， 
连 CT.CS.DS、DTOE.OF, 则 

DT 4 2EK ,SC "u. 2OF, 

所 以 OF | AC,EK į AC, 

所 以 OF / EK. 

同 理 ,OE // FK, 故 OFKE 为 平 
行 四 边 形 . 

MJ OF 二 EK, 从 而 SC u DT, 
CT / SD. 

X AS 为 直径 ,DS | AD, 
KM | AD>KM / DS/ CT. 

H BK = KT. 

所 以 ”BM = MC. 


$ 14.4 ”定理 的 应 用 


例 14.1 ABCD 为 圆 内 接 四 边 
形 , AC | BD 于 ,过 向 四 边 形 作 垂 线 , 垂 足 分 别 为 H 
H, H; H, 四 边 中 点 分 别 为 GGG G (8 14-7). 则 rr. 
H, H; Hi GiG, G Gi ARRE. 


证 明 HYGG ú G.G, 14 AC,G, 2 L GG, "BD. 
HA AC 上 BD, 故 可 推出 四 边 形 G,G,G,G, 为 定形 , 且 GiG, 
GG, 分 别 为 其 外 接 圆 直径 . 因为 开刀 1 AB. HARER 
HK 必 交 CD + G; , 故 H, 在 以 CCs 为 直径 的 圆 上 . 


辐 理 可 证 H: H: H, HERE 
G,G,G,G, 的 外 接 圆 上 . 

例 14.2 ABCD 为 QO 的 内 接 
四 边 形 ,4C | BD + K,M 是 BC 中 
点 ,N Æ AD 中 点 (图 14-8), 求证: 
KM = ON. 

证 明 ”因为 ”和 为 4D 中 点 

所 以 ON | AD. 

又 ”AC | BD,M 为 BC 中 点 ， 
HEREA MK | ND, 

所 以 MK // ON, 同 理 有 NK 
/A OM, 从 而 得 DOOMKN， 所 以 

ON = KM. 

例 14.3 以 直角 三 角形 4BC 的 
两 直角 边 AB.AC 为 边 向 外 作 正 方形 
ABDE.ACFG,AH 为 BC 上 的 高 , 延 
K HAX EG +. M ,求证 ;EM = MG. 

证 明 ”如 图 14-9. 连 BE.CG, 则 图 14-8 
有 人 EBG = ZECG = 45 所 以 B.C.G\E 四 点 共 圆 . 
EC. BG 为 互相 答 直 的 两 条 弦 , 又 AH | PC, HZ uE SE S 
EM = MG. 
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第 十 五 章 九 点 


$15.1 Æ Jg 


九 点 圆 定理 ”任意 三 角形 三 条 高 的 垂 足 . 三 边 的 中 点 ， 
以 及 垂 心 与 顶点 的 三 条 连 线 的 中 点 ,这 九 点 共 圆 . 

这 个 圆通 常 称 为 三 角形 的 九 点 圆 , 也 有 人 叫 费 尔 巴 险 
(Feuerhach ,1800 ~ 1834 4) 圆 , 或 欧 拉 圆 . 关于 这 个 定理 ,可 
追溯 到 1765 年 , 欧 拉 在 一 篇 文章 中 证 明 的 “ 垂 足 三 角形 和 中 
点 三 角形 有 同一 个 外 接 圆 ( 六 点 圆 ). ”因此 就 有 人 误 认为 上 
述 定 理应 归功 于 欧 拉 . 

其 实 , 第 一 个 完整 的 证 明 是 彭 赛 列 (Poncelet,1788 ~ 
1867 年 ) 于 1821 所 发 表 的 . 1822 年 ,一 位 高 中 教师 费 尔 巴 哈 
也 发 现 了 九 点 圆 ,并 且 还 指出 , 九 点 圆 与 三 角形 的 内 切 圆 及 三 
”个 旁 切 圆 都 相 切 ( 见 定理 15.3). 所 以 在 德国 把 它 称 为 费 尔 巴 
哈 圆 ,并 把 九 点 圆 与 内 切 圆 及 旁 切 圆 的 四 个 接触 点 称 做 三 角 
形 的 费 尔 巴 哈 点 ,人 们 曾 十 分 重视 这 一 研究 . 


8 1S.2 ”定理 的 证 明 


九 点 圆 定理 的 证 法 很 多 ,如 可 任 取 其 中 三 点 作 圆 ,再 证 余 
下 六 点 在 所 作 圆 上 . 从 九 点 中 任 取 三 点 就 有 C3 = 84 种 取 法 ， 
再 按 任意 次 序 证 其 余 六 点 与 前 三 点 共 圆 , 有 人 计算 过 共有 
94832640000 种 方法 ,这 里 仅 介绍 两 种 简洁 且 有 代表 性 的 证 
法 . 
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证 法 1 如 图 151.4D.BECR 为 人 4BC 的 高 . 算 心 为 
H, N S PORA OAP, GT, M 分 别 为 4 瑟瑟 .CO H 


因为 PS TM. 


= = 


PT L SM B 

X ADI RC, 

所 以 ”PTMS 为 矩形 . 

同 理 TNSG 也 为 第 形 , 故 
TS.NG .PM 是 同一 个 圆 的 三 条 直径 . 

又 ZGDN = 90, 所 以 DERBE. 

EE E FEAE. 

ik D.E.F.G.T M, N.S P AA k H. 

存 给 出 证 法 2 之 全 ,我 们 先 介 绍 一 -个 引 理 ( 即 八 点 圆 定 
理 ) 这 个 引 理 是 1944 .全 有 : (H (Brand) 提出 来 的 . 但 时 在 
1924 年 ,纽约 的 施 马尔 (Schmall) 叙述 过 它 的 -个 重要 特例 ， 
由 这 个 特 列 , 可 给 出 九 点 圆 定理 的 一 个 别 证 . 证 法 不 是 最 简 
的 ,但 却 是 意味 深长 的 . 


BJ “(图 15-2) 如 果 四 边 形 
ABCD 的 两 条 对 角 线 互相 垂直 ,已 、 
Q.R.S 是 各 边 中 点 ,PP' .QQ' ,RR'、 
SS' 分 别 垂直 于 对 边 ,P .Q 
AEE, MJ PRS Pp RS 

RA sa 1k |H]. 
证 明 因为 AC | BD.P. 
M 15- Q.R.S 为 各 边 中 点 ,加 前 证 法 1. 则 
四 边 形 PARS HRUG ,以 其 对 角 线 为 直径 作 算 形 PARS 的 外 
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接 圆 0, 因 为 了 PPR= ZQQ'S= LRR P= ZSS'Q= 90, ` 
是 都 是 直径 上 的 圆周 角 , 所 以 点 已 .CR S 都 在 贺 O 上 , 即 
P QRS P QRS ASIA. 

(其 实 图 15-2 中 六 线 共 点 ) 

证 法 2 如 图 15-1, 在 四 边 形 ABCH 中 , 因为 对 角 线 
BH L AC, HUA P.N. MGF DRAGEE F DERW 
次 ) 共 圆 . 同 理 ,在 四 边 形 ABHC H, A PT MS FERS 
CEE F.E RRMA HH. 


这 两 个 圆 都 过 P.M、F 三 点 ,所 以 是 同一 个 圆 , 从 而 九 点 
P.N.S.F.D.E.G.T.M 共 圆 . 


§ 15.3 ”定理 的 引伸 

首先 我 们 有 

定理 15.1 AABC 的 三 个 旁 心 所 构成 的 ALI 的 九 点 
圆 为 AABC 的 外 接 图 . 

证 明 ” 员 证 全 六 远 的 垂 足 三 角形 是 人 4BC, 即 得 结论 . 

如 图 15-3, 根据 旁 心 的 定义 知 
LA 平分 LBAC,LA 平 分 ZCAE, 
ILA 平 分 ZBAF. 

又 因为 人 BAF = LCAE, 从 而 


AA LZH, HLA L LL. 

FÆ LB LAAC L LI, MW 
AABC H ALLI, WJ R = JE, Pi ú 
以 AABC 的 外 接 圆 , 即 ALLA. 的 图 15-3 
九 点 圆 . 


通过 下 面 的 定理 15. 2, 我 们 将 看 到 , 九 点 图 中 的 九 个 点 
确 是 无 数 个 中 点 中 的 九 个 特殊 的 点 . 
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定理 15.2 AABC 的 垂 心 互 与 外 接 圆 O 上 任意 点 连 线 
的 中 点 共 圆 ,这 圆 就 是 AAC 的 九 点 圆 . 或 三 角形 的 垂 心 与 
外 接 圆 上 点 的 连 线 被 其 九 点 圆 平分 . 

证 明 ”如 图 15-4, 过 垂 心 互 作 OO 的 两 强 DE、FG,M、 
N ST RIA HD, HE, HF, HG 的 中 点 , 则 

ZFDH = ZSMH, 

ZEGH = / NTH. | D á 

又 ZFDH = ZEGH, 

所 以 ZSMH = ZXZNTH, 

W MST. N WARA, 由 DE. F 
FG 的 任意 性 ,得 五 与 @O 上 任意 点 连 
线 的 中 点 在 同一 圆 上 . 由 于 这 个 圆 过 
HA.HB.HC 的 中 点 , 故 这 个 圆 就 是 三 18] 15-4 
角形 的 九 点 圆 . 

定理 1$.3 ( 费 尔 巴 蛤 定理 ) 三 角形 的 九 点 圆 与 内 切 圆 
内 切 且 与 三 个 旁 切 圆 外 切 ， 

证 明 ”如 图 15-5 所 设 ， 
内 切 圆 1 切 AABC 三 边 于 
P.M.R;N.V 为 BC.4B 中 
点 


连 AT 并 延长 交 BC 于 
下 ,过 下 作 FC CGF FP) Y] g 
@I +T S. % AB + C , WI 
AAFC S° A4FC,4C' = 
AC,C'C | AF. 
iz AF.C'C 32 E,W E 3 CC' 中 点 , 连 NE, 则 
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EN = LRC = L CAB AC) 
-irar + BR — (AM + MO) 


= (BP 一 PC) 
(因为 AR = AM, BR = BP, CM = CP) 
= ÅBN + NP — (NC — NP)) 


(因为 BN = NC) 
= NP. 
X ZAEC= ZADC = 90, 
所 以 A ED CHRR. H NE // AB, 
所 以 A4=A1=2=3, 从 而 A 人 NEFwANDE,， 
所 以 NF. ND = NE = NP., 
连 NS 交 ©I 于 另 一 点 W, 又 有 
NP = NS . NW. 
故 有 NF .ND = NS. NW. 


从 而 下 DW、S 共 贺 . 
所 以 ADWN= ZBFC' = ZAC'F — ZB 
= ACB — ZB. 


X VN // AC,V E RtAADB RHA AB 的 中 点 , 故 有 
ZNVD = ZVNB — /VDN = ZACB — ZB. 

所 以 ZNWD = ZNVD,§& WV. N DRE, BIW Æ 
九 点 圆 VND E. 

下 面 证 明 九 点 圆 与 @I YF W. 

过 点 WW 作 I 的 切线 WX, 使 WX 与 SC' 在 SW 同 侧 , 则 
ZXWS = ZC'SW = 人 NDW. 则 WX 与 过 DN.W 三 点 的 
BHH. El WX 与 九 点 圆 相 切 . 
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同 理 可 证 , 九 点 圆 与 旁 切 圆 也 相 切 . 
定理 15.4 ”圆周 上 任意 四 点 ,过 其 中 任意 三 点 作 三 角 
形 , 则 这 四 个 三 角形 的 九 点 圆 的 圆心 共 圆 . 
这 一 定理 被 称 为 库 利 奇 - 大 上 定理 ,由 库 利 奇 ,大 上 成 乔 
分 别 于 1910 年 和 1916 年 发 表 的 . 上 述 四 个 圆心 所 在 的 阅 还 
被 称 为 四 边 形 的 九 点 圆 ， 
证 明 ”如 图 15-6, 设 ACxi,y)、 
Baz, y2) CTs, ya), 
Dery 是 单位 圆周 上 任意 四 点 , 则 ， 
好 十 男 一 1G 一 1,2,3,4) ,由 九 点 圆 圆心 
是 外 心 与 垂 心 连 线 的 中 点 得 AABE, 
AABD.ABCD.AACD 九 点 圆 圆心 坐标 分 别 为 
O Tı + = + zx; yty ty) , 
! 2 , 2 
O, ate Fay X L 2 ! 2| , 
O | T> + Z + Z, yty tN 
3 2 , 2 ; 
o,| 2E s: Er y tot yl 
考虑 点 O | 开 十 x P T3 Ea x + x: sa + >| , 则 


10O | = IÉ + z 5 十 Xt nt s + z) 


y ty tyty yEy +y)’ } 
+| 2 2 | 


-了 VTS 了 


EIRE 10.0 í = 10;0 1 = |00 | = 
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ik O..O,.O,.O, 在 以 O 为 圆心 ,六 为 半径 的 加 上 . 即 四 
边 形 ABCD 的 四 个 三 角形 的 九 点 圆 圆心 共 OO. 

对 圆 上 五 点 的 情形 ,过 任意 四 点 作 四 边 形 , 则 这 五 个 四 边 
形 的 “ 九 点 贺 " 贺 心 在 同一 加 上 ,这 个 圆 被 称 为 五 边 形 的 “ 九 


依 此 类 推 ,定理 可 无 限 推广 下 去 ,其 解析 证 明 可 如 法 炮 
制 . 


练习 与 思考 


1. 如 图 15-1 ,证 明 点 GT、AM XAPA EP, FD NS. 

2. 试 证 九 点 圆 圆心 在 三 角形 的 欧 拉 线 上 ,并 且 它 到 重心 
和 外 心 等 远 , 九 点 图 的 半径 等 于 原 三 角形 外 接 圆 半径 的 一 半 ， 

3. 设 CG 是 人 4BC 的 重心 ;已 是 人 4BC 外 接 圆 上 任意 一 
点 , 连 PG 并 延长 至 @, 使 GQ = +PG. 求证:Q 点 在 八 ABC 的 
九 点 贺 上 ， 

4. 人 4BC 为 不 等 边 三 角形 ,Bh 3:13 65 Pp $k 5 ZA 的 
内 、 外 角 平 分 线 分 别 相 交 于 A,A, Z B s 5 p $k 5 人 B 
的 内 、 外 角 平 分 线 相 交 于 B Ba ZC 对 边 的 中 型 线 与 人 C 的 
内 、 外 角 平 分 线 相 交 于 CC, RIE A A .BBC ChA, 
BCAA AA. LA A,A = B, B = C,C, = 2RR X AABC 
外 接 圆 半 径 ). 
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第 十 六 章 “” 维 维 安 尼 定理 


S161 Æ 理 


维 维 安 尼 定 理 ”等 边 三 角形 内 任 一 点 到 三 边 的 距离 之 
和 等 于 定 值 ( 三 角形 的 高 ). 

维 维 安 尼 CViviani,1622 一 1703 年 ) 是 著名 物理 学 家 伽 利 
略 的 弟子 ,他 是 意大利 物理 学 家 、 数 学 家 ,确定 旋 轮 线 是 他 的 
几何 成 就 . 他 所 发 现 的 上 述 定理 与 我 国 现行 教材 上 大 家 熟知 
的 一 个 命题 有 密切 的 联系 ,这 个 命题 是 

命题 “等 腰 三 角形 底 边 上 任 一 点 到 两 腰 的 距离 之 和 等 
于 一 腰 上 的 高 ;等 腰 三 角形 底 边 延长 线 上 任 一 点 到 两 腰 距 离 
之 差 的 绝对 值 等 于 一 腰 上 的 高 . 

(此 命题 的 证 明 就 不 必 效 述 了 . ) 

关于 维 维 安 尼 定 理 , 还 有 一 段 趣事 . 美国 著名 几何 学 家 匹 
多 (OD. Pedoe) 描述 过 ;有 一 次 一 位 经 济 学 家 打 电 话 询问 他 ,说 
维 维 安 尼 定理 在 经 济 学 上 有 重要 的 意义 ,但 不 知 这 一 定理 是 
如 何 证 明 的 , 特 向 匹 多 请 教 . | 

其 实 这 个 定理 的 证 明 是 很 简单 的 . 

现在 我 们 来 证 明 这 个 定理 . 


8$ 16.2 ”定理 的 证 明 


此 定理 的 证 法 很 多 ,这 里 仅 给 出 两 种 纯 几 何 证 法 ， 
证 法 1 如 图 16-1,P 为 AABC 内 任 一 点 ,过 已 作 
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ST || BC, 交 4B 于 S, 交 4C 于 了 ,由 A 


前 面 的 命题 ,有 
PF + PE = AK, 
又 KM = PD, 
所 以 PD + PF + PE B D M C 
= AK + KM = AM =h 图 16 .1 


CE, AABC 的 高 ) 
证 法 2 设 正三 角形 边 长 为 a, 高 为 h, 则 
Š PAB + SAPE + S Arca = Saar» 
Ba- PF + +a ° PD + +a * PE = Lash, 
故 PF + PD + PE =h. 
这 里 采用 的 是 面积 证 法 . 


$ 16.3 ”定理 的 引伸 与 推广 


1. 对 点 已 推广 

定理 16.1 基点 P 为 等 边 三 角形 所 在 平面 上 任意 一 点 ， 
则 由 了 向 各 边 所 在 直线 所 引 垂 直 有 向 线段 之 和 等 于 一 定 值 
(三 角形 的 高 ). 当 从 点 己 所 引 垂直 线段 与 三 角形 在 其 直线 同 
侧 时 , 取 正 号 ; 蜡 侧 时 取 负 号 . 

” 当 点 在 三 角形 外 时 ,有 两 种 情形 ,如 图 16-2. 

证 明 OSPEK I 内 ,如 
图 16-3, 这 时 即 要 证 

PD — PE — PF 
为 定 值 .过 已 作 MN || BCZ BACA gE 
KEF N.M, tA AGH | BC, 交 
图 16 2 MN 于 G.BC 于 五 , 则 
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PE+PF=AG, PD=GH, 
HVL PD — PE — PF = GH — AG = AH = h. 
(2) 当 点 了 在 区 域 1 内 ,如 图 16-4, 这 时 即 要 证 PE 十 PF 


图 16-3 图 16-4 

Ls P fE MN BC .分别 交 AB、AC 于 和 MN, 过 点 4 作 
AH | BC, 交 BC 于 HMN 于 G, 则 入 AMN 为 等 边 三 角形 ， 
PE + PF = AG. 

从 而 PE + PF — PD = AG — GH = AH =h. 

与 点 书 在 三 角形 内 时 结论 一 致 ,命题 得 证 . 

2. 将 正三 角形 向 任意 三 角形 推广 

定理 16.2 三 角形 内 任意 一 点 到 三 边 的 距离 与 相应 边 
对 角 的 正弦 乘积 的 和 是 一 个 定 值 , 这 定 值 是 三 角形 面积 同 外 


接 圆 半径 之 比 . 4 
证 明 ”如 图 16-5 所 设 ， pA S. 
mpero pretge S 
“PF = S, / N 
HEZEMĄ a — 2R-sinA, b B ah C 
= 2R > sinB,c = 2R + sinC. 代入 上 图 16-5 
式 , 化 简 得 


148 


PD + snA -+ PE + sinB + PF + sinC = Š ,证 毕 . 


类 似 于 定理 16.1, 引 入 有 向 线段 的 概念 ,也 可 把 点 推广 
到 三 角形 外 ,但 由 于 叙述 上 的 繁琐 ,我 们 把 它 略 去 ,下 面 的 讨 
论 也 是 如 此 . 

3. 把 正三 角形 向 正 吴 边 形 推广 


定理 16.3 正 w 边 形 内 一 点 到 各 边 的 距离 之 和 为 -一定 
值 


WEBA ”如 图 16-6, 设 正 4 边 形 A14s4…4, 内 任 一 点 P 到 
各 边 的 距离 依次 为 hh、…、h,, 正 4 边 形 面 积 为 S, 边 长 为 a， 
连 PA, PA; .PA,, 


则 SAPAA + SAPA A, Heet SAPAA, = Š. 
即 Lah, 十 ah, + 1.. 十 Lah, 一 S. 
所 以 Ma + he + e + h, = 25 GHD EK. 


P 


图 16-6 图 16-7 
4. 向 三 维 空间 推广 
定理 16.4 正 多 面体 内 任 一 点 到 各 面 的 距离 之 和 为 一 
EH. 
证 明 ” 设 正 多 面体 内 任 一 点 PP 到 各 面 的 距离 分 别 为 有 、 
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haree h, (n 为 面 数 ,n 可 取 4,6,8,12 和 20) 各 面 面 积 为 S, 正 
多 面体 体积 为 V ,将 了 与 正 多 面体 各 顶点 相连 结 , 则 此 正 多 面 
体 可 分 成 以 P 为 公共 顶点 , 正 多 面体 各 面 为 底面 的 个 楼 锥 
(如 图 16-7). 


B Seh + +S'h +. + ES- =V, 


所 以 M + ha + =+ + h, = SE GEAD. 


上 述 定理 都 是 用 前 分 的 方法 证 明 , 其 中 起 决定 作用 的 是 
“ 边 ”相等 ,“ 面 ”相等 ,因此 我 们 不 难 对 定理 作 进 一 步 的 推广 
和 引伸 . 

5. 引伸 

定理 16.5 “等 边 凸 多 边 形 内 任 一 点 到 各 边 的 距离 之 和 
为 定 值 . f 

定理 16.6 #*—A Z 8k m OQd, tti 38 
体内 任 一 点 到 各 面 的 距离 之 和 为 定 值 . 

证 明 同 定理 16. 3、16. 4. 

值得 注意 的 是 ,如 果 把 定理 16. 5 中 的 边 数 限制 为 3, 定 理 
16. 6 中 的 面 数 限制 为 4, 则 它们 都 存在 道 定理 . 即 有 

定理 16.7 若 三 角形 内 任 一 点 到 各 边 距离 之 和 为 定 值 ， 
则 该 三 角形 为 正三 角形 . 

为 了 证 明定 理 16.7, 首先 我 们 A 
有 

引 理 1 若 人 48BC 的 BC 边 上 
任 一 点 到 4B、4C 两 边 距 离 之 和 为 定 P 
值 , 则 人 4BC 是 以 BC 为 底 边 的 等 腰 
三 角形 . B C 

证 明 ”如 图 16-8. 考虑 在 BC 边 16-8 
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上 取 两 端点 ,由 于 B 点 到 AB 边 距离 为 零 ,C 到 AC 边 的 距离 为 
零 , 所 以 作 BP 1 AC P,CQ | 4B 于 Q, 则 BP = CQ( 定 
值 ). 
因而 RtABCP S° RtABCQ, 
LPCB = ZQBCO, 

即 ZACB = ZABC. 

所 以 AB = AC, B. BC 为 底 边 . 

引 理 2 ”和 若 三 角形 边 上 任意 点 到 三 边 距 离 之 和 为 定 值 ， 
则 此 三 角形 为 正三 角形 . 

证 明 今 取 BC 边 上 的 任意 点 ,; 则 此 点 到 48、4C 的 距离 
之 和 为 定 值 , 由 引 理 1, 有 AB = 4C, 同 理 有 AB = BC, M 
A4Bc 为 正三 角形 . 

引 理 3 ” 若 三 角形 内 任 一 点 到 各 边 距 离 之 和 为 定 值 , 则 
它 的 边 上 任意 一 点 到 三 边 的 距离 之 和 为 同一 定 值 . 

证 明 ”如 图 16-9, 信 ABC 内 任 一 点 P 到 三 边 的 距离 分 别 
X PD.PE.PF, Hi PD + PE + PF = alfi) ,Q #E BC li 
上 ,Q 到 4B、4C 的 距离 分 别 为 RF" QE W P — Q FF, HEE 
离 的 连续 性 (这 要 用 到 度量 空间 中 
的 有 关 结 论 ) ,有 

PD—0,PE—QE' ，PF->PR 

PD+ PE+ PF—QE' 十 QP ， 

HPD+PE+PF=a, 有 

QF + QF = a, 
由 理 引 2、 理 引 3 即 可 得 定理 16. 7. 
图 16-9 定理 16.8 若 四 面体 内 任 一 
点 到 各 面 的 距离 之 和 为 定 值 , 则 它 


的 各 面 面 积 均 相 等 . 
证 明 仿 上 , 赂 . 
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$ 16.4 定理 的 应 用 


例 16.1 求证 正三 角形 外 接 贺 上 任 一 点 到 三 边 距 离 的 
平方 和 为 定 值 . 

证 明 如 图 16-10 Aik, E 
AABC 外 接 贺 上任 一 点 P 了 到 BC、AC、 
AB 的 距离 分 别 为 有、h、h., 正 三 角形 

边 长 为 a, 由 定理 16.1 有 


V3 
2 


as, 


ha + h, — h, = 
两 边 平方 得 
h: + h? + hè + 20h,h, — h,h. — 


图 16-10 


hh) = Že, 


FHE hhi 一 hih. 一 hh. = 0. 
REFA = sin / PAC = sin/ PBD = 55 
=h, * PA = h, * PB. 
同 理 可 得 ”h。. PA = h, * PC, 所 以 有 
h, * PA = h, * PB = h, * PC. @ 
又 因为 PFE ARA, IA ZPFD = ZPAC. 
H P.DB FH, PDF = /PBF = ZACP, 
得 APFD o APAC. 


h. 


, PA h. 
PU pE a PA = 


DF 
同 理 PB = =a, PC = —a. 
HRA O RI, 


a 


由 西 姆 松 定理 ( 见 第 二 十 二 章 )D、E、F 共 线 ,所 以 
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hh, — hh, — hsh, = (DE — EF — DP = 0. 从 而 
M + h + Ë — at ED. | 

例 16.2 设 正三 角形 内 切 圆 上 
任 一 点 了 到 三 边 的 距离 分 别 为 ha 
hesh RWE: + h + k HE, G 
KH 2G@.h, + hh + hsh) 的 值 . 

证 明 ”如 图 16-11, 正 和 俯 ABC 边 
KA a, DEF 为 切 点 ,; 则 人 DEF 为 
正三 角形 ,上 且 边 长 为 5, 人 4BC 的 内 Mien 
切 圆 为 ADEF 的 外 接 圆 , 由 例 16.1 有 


和 
_3/a)’ 

4121) 
所 以 h TM + = aQ, Hh +h) 一 名 


V3 
2 


故 M + h + 2 = Za. 
将 四 式 两 端 平方 得 
Cha + hs + h.) = Ze, 


又 h, + h, + h, = 


a 


FUL 2Gh, + hehe + hh) = Ža 2 Za = Ba, 


例 16.3 P HIE AABC 内 切 圆 上 一 点 ,已 关于 三 边 的 对 


称 点 分 别 为 Pi Pa P;( 如 图 16-12) , 则 


SAP PP, 一 3 Saa. 


证 明 b P |= 4E3B2k, EENIA D,E F,PD = 
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h, PE =h, PF = h, Vz E A ABC 
边 长 为 a, 依 例 16. 2 结论 有 
h, + h, + hs = 


3 
Y?a, 


2 


M +M + À = S, 
又 ZDPE= ZEPF 


= FPD = 120°. 


所 以 Saner = + sin120°(hih [8 16.12 
+ hih; + h;hs) 
= “Š Onhe + hahs + hho) 
= Lch + h, + ha)? — (hš + hg + 


— 16 4 
3 
165Aac 
从 而 Sarpe, = 49AnEr = F Saan 证 毕 : 


练习 与 思考 


1. ZABC = ZCBD = 60°, 从 了 ABC 内 任 一 点 已 分 别 向 
AB.BC.BD 4% PX PY .PZ,X.Y.Z BA ,KXis PZ = 
PX + PY. 

2. 不 等 边 三 角形 内 一 点 至 三 边 距离 之 和 大 于 大 边 上 的 
高 ,而 小 于 小 边 上 的 高 . 

3. 试用 解析 法 证 明 维 维 安 尼 定理 ， 
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第 十 七 章 ， 斯 坦 纳 - 雷 米 欧 司 定理 


$17.1 Æ = 


斯 坦 纳 - 雷 米 欧 司 定理 ”两 条 内 角 平 分 线 相等 的 三 角形 
为 等 腰 三 角形 . . 

这 是 一 道 脸 冬 人 口 的 几何 名 题 . 日 本 数学 教育 学 会 会 长 
井上 义 曾 经 迁 誉 它 是 “作为 一 个 难题 而 闻名 的 ”这 一 问题 是 
由 德国 数学 家 雷 米 欧 司 (Lehmus) 于 1840 年 在 给 斯 图 姆 
(Sturm) 的 一 封 信 中 提出 的 . 他 说 ,几何 题 在 没有 证 明之 前 ， 
很 难说 它 是 难 还 是 容易 . 等 腰 三 角形 两 底 角 分 角 线 相等 ,初中 
生 都 会 证 ,可 是 反 过 来 ,已 知 三 角形 两 内 角 平 分 线 相 等 ,要 证 
它 是 等 腰 三 角形 却 不 容易 了 ,我 至 今 还 没 想 出 来 . 斯 图 姆 向 许 
多 数学 家 提 到 了 这 件 事 , 后 来 是 瑞士 几何 学 家 斯 坦 纳 
(Steiner,1796 ~ 1873 年 ) 给 出 了 最 初 的 一 个 证 明 . 所 以 这 个 
定理 就 以 斯 坦 纳 一 雷 米 欧 司 定理 而 闻名 于 世 . 

斯 坦 纳 出 生 于 一 个 贫困 的 农民 家 庭 ,14 岁 还 是 一 个 文 
盲 ,后 来 半 耕 半 读 ,22 岁 考 入 德国 海 得 堡 大 学 ,1834 年 成 为 柏 
林 大 学 教授 . 

斯 坦 纳 的 证 明 发 表 后 ,引起 数学 界 极 大 反响 . 后 来 ,有 一 
个 数学 刊物 公开 征求 这 一 问题 的 证 明 , 经 过 收集 整理 ,得 出 
60 多 种 证 法 , 编 成 了 一 本 书 . 到 了 1940 年 前 后 ,有 人 竞 用 添 圆 
弧 的 方法 ,找到 了 这 一 问题 的 一 个 最 简单 的 间接 证 法 . 1980 
年 美国 (数学 教师 》 第 12 期 介绍 了 这 个 定理 的 研究 现状 ,结果 
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收 到 两 千 多 封 来 信 , 又 增补 了 20 多 种 证 法 并 且 得 到 了 这 一 问 
题 的 一 个 最 简单 的 直接 证 法 . 从 问题 的 提出 ,到 这 两 个 简捷 证 
法 的 诞生 , 竟 用 了 140 年 之 久 . 可 见 在 数学 这 个 百花 园 里 , 几 
何 确 是 一 个 绚丽 多 彩 、 引 人 入 胜 的 花坛 ,那些 耐人寻味 、 经 久 
不 衰 的 名 题 ,经 过 几 代数 学 家 的 努力 ,得 出 了 一 些 发 人 深 省 的 
精妙 解法 ,有 的 博大 深远 、 有 的 精巧 绝伦 ,使 我 们 不 得 不 为 之 
惊叹 ! 


S17.2 定理 的 证 明 


证 法 1 如 图 17-1, 设 BC=a,AB 
= c, AC 一 5b, 则 由 和 角 平 分 线 定理 有 


_ b _ b 
=+ DC a+c 

bc ac 
AE = LE PES Ep 


又 据 斯 库 顿 定理 ( 见 第 八 章 ), 有 
BD: = AB +: BC — AD + DC 
bc . ab 
a+c a+c’ 
— bc ac 
CE = AC » BC — AE » EB = ab TYT ET 
又 BD = CE, 
` abc abc? 
所 以 ac C L O to 
整理 得 (b c)(aš + a2b + a2c + 3abc + be + be) = 0. 
显然 后 一 因 式 不 等 于 零 , 故 0 — c = 0, 即 AB = AC. 
证 法 2 ”各 边 如 前 所 设 , 又 设 人 ABC = 2a, Z ACB = 2B. 


因为 Saa = Lacsinza = —absin28, 


= ac 
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所 以 sin20 _ < 


sin2a pb" 


又 因为 SAABD 十 S ABDC 一 SAARC + SAcEB, 


所 以 De + BDsina + La + BDsina 


= +b * CEsinp 十 La e CEsinp. 


X BD=CE, mye _ a+c 


sina a + b° 


. 4] cosB _ ac + bc 
D+ 得 Cosa abt k 


@ 
@ 


# a Z B, DIR a > B, 由 于 a、8 均 为 锐角 , 则 cosa < 


cosg, Am H © 有 


ac + bc 
bta b , 故 c > b. 


另 一 方面 , 因 x>p>2a>20>0>>c, 矛 盾 , 这 说 明 w、C 只 


能 相等 , 故 AB = AC. 

证 法 3 如 图 17-2, 设 ZABC = 
2a, / ACB = 28, 过 C 点 作 CF // BD, 
过 B 点 作 BF // A4C, 两 线 交 于 下 , 则 
BFCD 是 平行 四 边 形 , CBF = 22, 
LBCF ~ a,BD—CF, 所 MCE= CF, 
Z1 = Z2. 

# ABCE #l ABCF 中 ,有 两 边 对 
AAE, HIBL3E aA B, Wiz a> B, 
则 

BF > BE. 


图 17-2 


在 人 BEF 中 ,BEF = ZBEC— Z1 =180°—2a— B8— Z1 


= 180° — (a + B) 


一 AL1 一 0 @ 
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ZBFE = ZBFC — Z2 = 180° — 28 — a — /2 
一 180" — (a +) — Z2 — B.. @ 
KLERO 因为 ap8， 所 以 LBEF < 
人 BFE, 则 BE > BF, 这 与 @ FE, NI] Riz < > 1 不 真 . 
所 以 a= 8B 必 成 立 ,从 而 2a = 2B, 得 AB = AC. 
证 法 4 如 图 17-3, 设 AB= AC, 
不 妨 设 AB > 4C, 则 8 之 a, 在 人 BCE 
和 入 BCD 中 ， 因为 CE = BD,BC = 
BC,z<B8, 所 以 CD 一 BF. D 
fE OBDGE, WJ GD = EB,EG = 
BD = CE, 所 以 ZEGC = ZECG. 
又 a 达 B, 则 人 DGC > 人 DCG, 即 
CD> DG = BE. x5 GO Kar JA, it AB 图 17-3 
> AC 不 成 立 . 同 理 AB < AC 也 不 成 立 , 所 以 AB = AC. 
证 法 5 如 图 17-4, 假 设 AB > 
AC, 则 ZABD < ZECA, % ZECA 
中 , 作 ZECD = ZEBD, 3% BD F 
D ,WJ B.C.D E HARA, HED 
-PC < BE, HBED > EDC, t 
BD > CE, 从 而 BD > CE, 这 与 BD 
图 17-4 = CE 矛盾 . 
所 以 ”AB > AC 不 成 立 ; 辐 理 AB < AC 也 不 成 立 . 故 
AB = AC. 
最 后 我 们 给 出 前 面 提 到 的 最 简捷 的 直接 证 法 . 
证 法 6 如 图 17-5, 不 妨 设 人 B 之 人 C, 在 OE 上 取 人 MM, 使 
ZOBM = LOCD, 连 BM 交 AC 于 N， 


A 
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则 ABNDco ACNM. EU CH < 
BD, 所 以 BN 之 CN., 所 以 ZNCB 


> ZOBM + <Ë = LE + 5. 
BI ZC ZB, Bi ZB> ZC 


所 以 ZB = ZC. 


图 17-5 
$17.3 ”定理 的 推广 


定理 17.1 在 人 ABC 中 ,PP 为 人 A 平分 线 4AD 上 异 于 D 
的 任意 一 点 ,BP,CP 的 延长 线 分 别 交 AC、AB 于 EF, 若 BE 
= CF, WI AB = AC. 

证 明 ”如 图 17-6, 假 设 AB 一 
4C , 据 余弦 定理 有 

CP = AC + AP? 


— 24C .« APcos £, 
BP? = AB + AP? 
A 
— 2AB + APcos zy. 图 17-6 
两 式 相 减 ,并 整理 得 


CP? — BP: = (AC — AB)(AC + AB — 2APcos 2. 
由 显然 的 几何 关系 得 

AD< tac + AB). 

而 APeos £ < AP < AD, 


则 AC + AB — 2APeos £ > 0. 
又 AC—AB>0,ġ CP: — BP: > 0. 
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所 以 CP > BP, 从 而 LPBC > PCB. 

延长 4B 到 G, 使 4@= AC, GP ,W| AAGP 2 AACP, 
得 ZÁGP = ZACP. 

而 “4BP> ZAGP,W ZABP > ZACP. 

在 PF LLS H, ZPBH = 人 ACP,; 则 B.C.E.H 共 
圆 ,已 证 ZPBC > PCB. 

所 以 ZHBC > ZECB=> HEC > BHE=CH > BE. 

又 CF > CH, 所 以 CK > BE, 与 已 知 矛盾 . 

故 AB < AC 不 成 立 ; 同 理 AB > AC 也 不 成 立 ;所 以 AB 
= AC. 

定理 17.2 ”如 图 17-7, 设 DE 分 
别 为 人 A4BC 的 边 4C、4B 上 的 点 ,BD、 
CE 分 别 内 分 <ABC、 人 ACB 为 1 : k, 
且 有 BD= CE, 则 4B = AC. 

证 明 ik ZABD = a, Z ACE = 
B,WJ Z DBC = ka, ECB = kẹ. 

若 假设 ZB> ZC,W a> 8, 在 “ 


OE ERS M, 使 ZOBM = ZP, £ 17-7 
BM 交 AC 于 N, 则 ANBDw ANCM. 
因为 CM < BD, 所 以 BN > NC. 


从 而 (十 DP 之 B+ ka>8 > a> ZCD> B. 
所 以 有 人 B= ZC. 


8 17.4 ”一 个 有 趣 的 反例 


斯 坦 纳 - 雷 米 欧 司 定理 是 说 两 内 角 平 分 线 相等 的 三 角形 
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是 等 腰 三 角形 ,很 自然 地 使 我 们 联想 到 ;两 外 角 平 分 线 相等 的 
三 角形 是 否 也 为 等 腰 三 角形 呢 ? 回 答 是 否定 的 ,有 下 面 的 反例 
为 证 . 

如 图 17-8, 在 人 A4BC rh, 


SSA AD.CE 分别 为 人 A、AC 的 两 外 
/2 fü E y SR. ZA = 12°,ZB = 
⁄ 

r4 ' N 36°, ZC = 132°, AD.CE 为 外 角 
2 PSNSN 分 线 , 易 知 人 1 = 4, 2 一 
N ODE 84°, Z3 = 48°, 所 以 AD = AC. 
图 17-8 又 易 知 “4 一 24", ZE= 12°, 

AC = CE. 


故 两 条 外 角 平 分 线 AD = CE, 但 A ABC 不 是 等 腰 三 角 
JÉ. 
但 日 本 的 井上 仪 夫 教授 将 上 述 条 件 加 强 , 得 到 
定理 17. 3 ”两 外 角 平 分 线 相等 , 且 第 三 角 为 该 三 角形 的 
最 大 或 最 小 内 角 时 ,此 三 角形 是 等 腰 三 角形 . 
证 明 留 给 读者 . 


练习 与 思考 


1. 证 明 两 条 中 线 相 等 的 三 角形 是 等 腰 三 角形 . 
2. 证 明 两 条 高 线 相等 的 三 角形 是 等 用 三 角形 . 
3. 证 明 两 条 对 角 线 相等 的 梯形 是 等 腰 梯形 . 
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TAS ”拿破仑 定理 


$18.1 定 理 


拿破仑 定理 。 以 三 角形 各 边 为 边 分 别 向 外 侧 作 等 边 三 
角形 , 则 三 个 等 边 三 角形 的 中 心 构成 一 个 等 边 三 角形 . 

拿破仑 (Napoleon,1769 — 1821 年 ) 是 法 国 历史 上 著名 的 
皇帝 ,杰出 的 政治 家 和 军事 家 . 他 很 重视 数学 , 兽 说 :“ 一 个 国 
家 只 有 数学 蓬勃 发 展 ,才能 表现 它 的 国力 强大 ”在 数学 各 领 
域 中 ,拿破仑 更 偏爱 几何 学 ,在 他 的 戎 马 生 涯 中 ,精湛 的 几何 
知识 帮 了 他 很 大 的 忙 ,他 在 成 为 法 国 的 统治 者 之 前 ,常常 和 大 
数学 家 拉 格 朗 日 (Lagrange,1736 ~ 1813 年 ) 和 拉 普 拉 斯 
(Laplace ,1749 ~ 1827 年 ) 进行 讨论 , 拉 普 拉 斯 后 来 成 为 拿 破 
仑 的 首席 军事 工程 师 . 在 拿破仑 执政 期 间 , 法 国 曾 云集 了 一 大 
批 世界 第 一 流 的 数学 家 . 但 是 ,拿破仑 对 几何 学 是 否 精通 到 能 
够 独立 发 现 并 证 明 这 个 定理 却 是 一 个 疑问 ,关于 拿破仑 对 几 
何 学 的 贡献 多 是 些 轶 事 性 的 传说 . 正如 加 拿 大 几何 学 家 考 克 
Æ Coxeter) 指出 ,这 一 定理 “已 归 在 拿破仑 的 名 下 ,虽然 他 
是 否 具备 足够 的 几何 学 知识 作出 这 项 贡献 ,如 同 他 是 和 否 有 足 
够 的 英语 知识 写 出 著名 的 回 文 ( 即 倒 念 顺 念 一 样 

ABLE WAS I ERE I SAW ELBA 
一 样 是 值得 怀疑 的 . ” 

但 是 人 们 已 习惯 于 把 它 称 为 拿破仑 定理 ,特别 地 把 所 得 
到 的 正三 角形 称 为 拿破仑 三 角形 ， 
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3 18. 2 ”定理 的 证 明 


证 法 1 如 图 18-1, 八 ABC'、 
ABCc4 、.A4CcB' 分 别 为 向 形 外 作 
的 等 边 三 角形 .将 八 4BB' 绕 4 点 沿 
顺 时 和 针 方 向 旋转 60°, 则 B' 与 C 重 
合 ,B 与 C' 重合 ， 

BB' = C'C. 

同 理 可 得 44' = BB'. 
所 以 44 = BB' = cc. 
设 A4BC 三 边 分 别 为 a、be. 


则 0.B = “Še, BO, = VBa, 
BO; _ c _ BC 
所 以 PO a BC ,—SAO,BO, o AC BC 
ZO,BO, = ZC' BC 
O01 _ V3 
了 OCT 3: 


OO; _ O.O, V3 
Ia = 一 .所 以 0.0, 一 0;0,=O0.. 


故 AO.O,O, 为 等 边 三 角 
É. 

证 法 2 如 图 18-2. 
设 人 入 4BC' 和 A4B'C 均 
为 正三 角形 ,其 外 接 圆 交 
于 4.P 两 点 , 连 PB、PC、 
PA. 
因为 ZAPB+ ZC' 
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同 理 


= ZAPC + ZP = 180°, 
ZB' = ZC = 60°, 

所 以 ZAPB = ZAPC = 120, 

从 而 ”LBPC = 120°, 故 点 PP 在 正八 4'BC 的 外接 圆 上 . 
因此 有 OO, L PB, O.O, | PA. 

所 以 ZO, = 人 180° 一 ZAPB = 60°, 

同 理 可 证 ZO, 一 ZO, = 60°, 

故 AO,.O,O, 为 正三 角形 . 

由 证 法 2, 我 们 可 得 下 面 一 个 重要 推论 . 

推论 ”以 三 角形 每 边 为 边 向 外 作 正 三 角形 , 则 这 三 个 正 
三 角形 的 外 接 圆 共 点 ， 

这 点 通常 被 称 为 原 三 角形 的 费 马 (Fermat) 点 ( 见 第 二 十 
四 章 )， 


§ 18.3 ”定理 的 引伸 与 推广 


1. 引伸 

首先 ,拿破仑 定理 可 表述 为 

定理 18. 1 ”以 三 角形 各 边 为 底 向 外 作 顶 角 等 于 120° 的 
等 腰 三 角形 , 则 三 顶点 构成 等 边 三 
角形 . 

如 图 18-3, 若 我 们 将 图 形 补充 
“完整 ", 三 顶点 变 为 三 正三 角形 的 
中 心 ,问题 已 不 证 自明 . 

其 次 我 们 将 “向 外 侧 作 正 三 角 
形 ” 改 为 向 内 侧 作 正 三 角形 ,又 有 

定理 18.2 以 三 角形 各 边 为 
边 向 内 侧 作 等 边 三 角形 , 则 它们 的 图 18-3 
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中 心 构成 等 边 三 角形 . 

证 明 可 仿 前 面 的 证 法 1 证 法 2 对 称 地 写 出 . 但 下 面 我 们 
给 出 它 的 另 一 个 证 明 ,由 这 个 证 明 我 们 还 可 得 到 一 个 有 趣 的 
“副产品 ” 

证 明 WA 18-1, A800; 中 ,有 


OO? = +< + + — accost ZB + 60) ®© 
如 图 18-4, AABC' .ABC4、 

AC4B' 分 别 为 以 AABC 各 边 为 边 

向 内 侧 作 的 正三 角形 ,Ni N N3 

别 为 其 中 心 ,在 ABNNs 中 ,因为 “ 

N,N; 与 O,.O, 分 别 关 于 BC.AB 

对 称 , 所 以 有 


=l; 12 2 
N.N = Ç + a 3 


图 18-4 
accos( Z B — 60°) @ 
. . 4 
一 回 得 002: 一 NN; = — sinB = Sma 


HET OO N.N: = OO) 一 N,N; -和 


J a Saam. 

因为 O10; = 0:0; = O301， 

所 以 N.N, = NN; = NN. 

即 ANiVzNs 为 正三 角形 . 

为 区 别 于 前 者 ,我 们 不 妨 把 这 个 三 角形 称 为 内 拿破仑 三 
角形 . 
由 上 面 的 证 明 ,我 们 有 等 式 
3 3 

4 4 
即 有 


0,0? 一 N, N: = Saar- 
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定理 18.3 ”任意 三 角形 的 外 拿破仑 三 角形 与 内 拿破仑 
三 角形 的 面积 之 差 等 于 原 三 角形 的 面积 ,并 且 内 、 外 拿破仑 三 
角形 有 辐 一 中 心 . 
后 一 结论 的 证 明 留 给 有 兴趣 的 读者 . 
特别 指出 ,上 述 结论 当 A.B.C 共 线 时 仍 成 立 . AFER 
仑 定理 . 在 爱 可 和 尔 斯 定理 一 章 ( 见 第 十 九 章 ) 我 们 还 会 继续 讨 
论 . 
2. 推广 
下 面 我 们 把 正三 角形 向 相似 三 角形 推广 ,得 到 
定理 18.4 以 任意 AABC 的 各 边 为 边 向 外 人 笛 作 与 其 相 
IUI AA BC.ACcB4.AB4C' , 则 它们 的 外 心 构成 的 三 角形 
与 这 三 个 三 角形 相似 . 
证 明 ”如 图 18-5， 
记 ~B = a, ZC = B, 
LA = 7. 设 @O, 与 
OO: 交 于 已, 则 
ZAPB = 180° — £, 
ZAPC = 180° —a , 
所 以 “BPC=360" 一 
(360° — (ae 十 DB) 一 180? 
一 ” 故 点 P 在 @O, 上 ， 图 18-5 
从 而 有 
O10; J. PB, OO | PC, 
ZO, = 180° — ZBPC = ZA = Y. 
同 理 可 得 ZO, = ZB = a, ZO, = LC = ZB. 
Ko AO,.O.O, 与 三 个 相似 三 角形 相似 . 证 毕 . 
相应 于 定理 18. 2, 还 有 
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定理 18.5 ”以 任意 AARC 的 各 边 为 边 向 内 侧 作 与 其 相 
似 的 AA'CB.ACPB'A.ABAC' , 则 它们 的 外 心 构成 的 三 角形 
与 这 三 个 三 角形 相似 . 

向 任意 三 角形 推广 ,又 有 

定理 18.6 fE AABC 的 三 边 上 向 外 (内 ) 作 人 4 BC. 
ACB'A.AABC {E ZA + ZB 十 LC ==180°, 则 这 三 个 三 
角形 的 外 接 圆 共 点 , 且 它 们 的 外 心 构成 的 三 角形 三 角 分 别 等 
T ZALBE. 

证 明 类 似 于 定理 18.4,B8. 

向 平行 四 边 形 推广 ,有 

定理 18.7 ”以 平行 四 边 形 各 边 为 一 边 向 外 侧 作 正 方形 ， 
则 四 个 正方 形 的 中 心 构成 一 正方 形 . 

略 证 如 下 

证 明 ”如 图 18-6, 容 易 得 到 

A 人 400, £2 人 人 BOO; % AC0,O, 
s ADO.O,, 

所 以 O,O,=O,O,= O,O,= O,O, 

X ZCO,O, = 90 — ZAOO, 
+ BO,O, = 90°. 

所 以 ”四边形 0,000, 为 正方 
J ,命题 得 证 ， 

当然 也 有 图 18-6 

定理 18.8 ”以 平行 四 边 形 ( 非 正方 形 ) 各 边 为 一 边 向 内 
侧 作 正方 形 , 则 四 个 正方 形 的 中 心 构成 正方 形 . 


练习 与 思考 
l. 在 图 18-1 中 ,证 明 ， 
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(Q) 直线 4O .BO CO 都 经 过 人 4BC 的 外 心 ; 

(2 AO,.BO,.CO, 共 点 ， 

(G RRAN BB .CC 长 度 相 等 且 它 们 所 在 的 三 条 直 
线 共 点 ， 

2. 在 图 18-4 i£ AN, BN; CN; 共 点 . 

3. 在 任意 凸 四 边 形 ABCD 各 边 上 依次 轮流 向 外 及 向 内 
画 等 边 三 角形 ,证 明 : 所 得 到 的 四 个 新 项 点 确定 一 个 平行 四 边 
形 . 

4. 若 将 定理 18.7、 定 理 18.8 所 得 的 正方 形 分 别 叫做 外 
拿破仑 正方 形 和 内 拿破仑 正方 形 . 找 出 外 拿破仑 正方 形 面积 
减 内 拿破仑 正方 形 面积 与 平行 四 边 形 面 积 之 间 的 关系 . 
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第 十 九 章 ” 爱 可 尔 斯 定理 


$19.1 E 理 


爱 可 尔 斯 定理 1 若 人 4BC M AABO 都 是 正三 角 
形 , 则 线段 A4 B,B,.C,C, 的 中 点 也 构成 正三 角形 

爱 可 尔 斯 定理 2 # AABO.AABKO.AA.B.C, 都 
是 正三 角形 , 则 A4,A4, AB1B:B:, ACCC; 的 重心 也 构成 
正三 角形 . 

这 是 爱 可 尔 斯 (Echols)1932 年 在 美国 (数学 月 刊 》 上 论述 
过 的 问题 ( 爱 可 和 尔 斯 定理 1 曾 被 芜湖 市 选用 作为 1983 年 中 学 
生 数 学 竞赛 试题 )， 


§ 19.2 ”定理 的 证 明 


首先 我 们 证 明 爱 可 尔 斯 定理 1, 这 个 定理 有 多 种 证 法 ,下 
面 的 证 明 是 较 简 捷 的 . . 

证 明 ”如 图 19-1, 设 正 A4, BC 
HHEH a, E A A,B,C, 的 边 长 为 5， 
AA, BB: .CIC: 的 中 点 分 别 为 D.E. 
下 ,延长 A1B1、AsB; ZTF M , A,C..A;C; 
XTN. HAX ZMAN = ZMAN = 
60°, 所 以 A, M,N, A: 四 点 共 圆 ,所 以 
ZM = ZNGZ a,0 <a < 1809). Æ 
四 边 形 A.B,B,A, 和 四 边 形 A,C,C,A, 图 19-1 
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中 ,由 定理 9. 2 得 到 的 公式 CI). 


i= + Va + 6 + 2abcosa 


得 DE = DF, 同 理 可 得 DE 一 EF. W ADEF 为 正三 角形 . 
下 面 证 明 爱 可 尔 斯 定理 2, 


证 明 设 414;、B1B,、CiC; 的 A+. 
中 点 分 别 为 D E F (图 19-2), 则 A cs 
由 爱 可 尔 斯 定理 1 知人 DEF 2 /ABE 

¿| 为 正 7 ` 

三 角形 ,又 设 D.E.F 分 别 为 AD. A CS; <a 
BE GF 上 的 点 , 且 EN 

A,D BsE CaF ° Bı kes s FA 

DD EF FF , 
AB,B,B,.AC,.C,C; 的 重心 ,由 定理 9. 2 的 公式 (* >; 

EF = h Cam)? + (bn)? + 2am * bncosa 


p, S” = 全, 可 得 DB = DF = EF B) ADEF YEZ MIE. 


§ 19.3 ”定理 的 推广 


1. 爱 可 尔 斯 定理 1 的 推广 

将 中 点 D.E.F 推广 ,可 得 

定理 19.1 设 人 入 4A1B1C1、 人 入 4,BsC; 均 为 正三 角形 ,DE、 
F FAA AABB: CC: 上 的 点 , 且 


DA, ` EB, — FO, T n’ 
则 ADEF 为 正三 角形 . 
根据 定理 9.2 中 的 公式 ( I) 不 难得 到 其 证 明 , 留 给 读者 
自己 写 出 . 
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如 将 正三 角形 向 相似 三 角形 推广 , 则 有 
定理 19.2 设 入 4A1B1C1、 人 入 4,BC; 同 向 相似 ,D.E 了 分 
别 为 AABB: 上 的 点 , 且 


WJ ADEF 也 与 人 4A1B1C1 K A A,B;G, 同 向 相似 . 
证 明 ”如 图 19-3, 设 4AB 
A,B, Z F M,AG..A,C, 交 于 N, D 


AA, B,C, WZH abc, A 

AA,B,C, 对 应 的 三 边 为 a be. B, ca 
因为 ZMAN = ZMAN, fi j Ë T 

以 An M.N, A: 共 圆 ,所 以 ZM = K SA 

ZN =a,(0< a< 180) ,在 四 边 形 M N 

A,B,B,A, 和 四 边 形 ACCA: 中 ,分 图 19-3 


别 由 定理 9. 2 中 的 (* ) 式 有 
DE = = (cm)? + (dn) 十 ° c m » D ncosa,, 


DF = iV Om) + Wm? + 2 + bm + Y'n + cosa, 


I 
us = A = k, Ilj c = bk, = k. 从 而 有 


DE — zi; V Olm)? + (bo): + 2 + bn > U En = cosa 


=k — V üm + Qm + 2 + bm nosa 

=k: DF. 

,DE , AB DE AB _ AG, 
所 以 DF = EMAC DF DE ~ DF` 


= Z! AB, — B.G: 
HÆS DE T EF: 
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故 ADEF 5j AA B,C, A A,B,C, 同 向 相似 . 

将 三 角形 向 多 边 形 推广 ,可 得 

定理 19.3 设 n 边 形 A1B1…C 与 4n 边 形 ABC, 同 向 
相似 ,点 D,E, F 分 别 在 AA... BiB,\**\CiC? L,B 

AD _ BE CF m 

DA, EB, FC, n’ 
W z 边 形 DE…F 与 n 边 形 
A.B, G, ;及 A,B,---C, 同 向 相 
似 . 

证 明 ”如 图 19-4, 因为” 
W JÉ ABC 与 n 边 形 
A,B,---C, 同 向 相似 ， 所 以 有 
人 41B1C 与 A A,B,C, 也 同 向 19-4 
相似 , 由 定理 19.2 有 ADEF 与 AAB C 同 向 相似 , 得 


— A Bı — A.G. 
|, LEDF — 一 Pi4iCi， DE 一 DF . 


将 =” 边 形 每 一 对 应 顶点 ,及 夹 这 角 的 两 边 所 构成 的 三 角 
形 应 用 定理 19. 2, 则 可 得 对 应 顶 角 相等 ,对 应 边 成 比例 , 故 ? 
边 形 DE…F 与 边 形 A1B…C, 及 A,B,---C, 同 向 相似 . 

2. 爱 可 尔 斯 定理 2 的 推广 

定理 19.4 (如 图 19-5) 设 AA,.B.C.. AA;B,C,. 


AA,B.C, 均 为 正三 角形 ,D' EF 分 别 为 44 .BBCiCs 


AD BD CF _ m | ， 
上 的 点 , 且 万 元 =T E' B, —_ F'C, n ,D,E,F 分 别 为 AD ` 


AN AD BC CF s . 
B,E G F EHR Hpo = EE! = FF' 一 t , 则 ADEF 为 
正三 角形 . 
证 明 ”由 于 和信 41B1C 5 AABO 均 为 正三 角形 ,由 已 
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知 及 定理 19.1 得 AD'E'F' 
为 正三 角形 ; 

同 理 ， 对 人 4:B:C。 和 
ADE'F' 应 用 定理 19.1 得 
ADEF 为 正三 角形 . 

定理 19.5 AA B,C, 
AA,.B,C,. A A,B,G, 同 向 相 
WD, EF 分 别 为 AA 


AD 
B,B,.C,C, 上 的 点 , B= 


4， 
BIE’ — CF _ m I I T 
= E'B, = F'C, = n ,D,E,F 分 别 为 A D B,E CaP 上 的 


AD BD CF _ s 人 
点 ,; 且 DP 一 EE' = FFE 一 + 则 ADEF 与 原 三 个 三 角形 同 


向 相似 . 

证 明 ”由 定理 19.2, 信 DEF 与 人 AABC K AA,B,C, 
同 向 相似 ;ADEF 与 AA,B,C, 及 ADEF 同 向 相似 , 故 
ADEF 5 AA,B,.C.. A A;B,C,. 人 4:B:Cs 同 向 相似 . 

定理 19.6 n 边 形 4,B…C . A,B,-..-C,. A,B,---G, 同 向 
相似 D'E FF 分 别 为 AiA,.BiB,、… „CC, 上 的 点 ， 且 


图 19-5 


A,D' _ B,E' _ _ C,F' _ m ' i 
DA, T EB, TUT rO n? OET AIA AD BE, 
A.D BE CsF o s HIE 

“CP 上 的 点 ， B55 = = EE T "= FF + , 则 =” 边 形 


DE---F 与 2 边 形 A,B, Ci, A,B,---C, 及 B,---C, 同 向 相似 . 
证 明 ”由 定理 19. 3,? 边 形 D' Er... F! 与 4 边 形 ABC 
及 A,B,---C, 同 向 相似 ;n 边 形 DE…F Ej n 边 形 A,B,--.-C, 及 
D'E -F 同 向 相似 ;所 以 nn 边 形 DE…F 5 n HÉ ABC, 
A,B,-::C,. A;B; C3 同 向 相似 . 
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$ 19. 4 ”定理 的 应 用 


例 19.1 如 图 19-6, 八 4BC、 八 4DE 均 为 正三 角形 ,FF、 
G.H aA ABCD AE WPR RE: AFGH 为 正三 角形 . 

证 明 ”对 正 AABC 和正 和 EAD 应 用 爱 可 尔 斯 定理 1， 
即 得 AFGZ 为 正三 角形 . 

例 19.2 应 用 爱 可 尔 斯 定理 证 明 拿破仑 定理 . 

证 明 nB 19-7,XtIE AXCB, E ACYA, E ABAZ, Ñ 
用 爱 可 尔 斯 定理 2, 即 得 ADEF 为 正三 角形 . 


练习 与 思考 


1. 用 爱 可 尔 斯 定理 证 明 : 正 三 角形 的 中 点 三 角形 (三 边 
中 点 所 构成 的 三 角形 ) 为 正三 角形 . 

2. 如 图 , 八 ABC、 八 ADE 均 为 正三 角形 ,G、F 分 别 为 BD、 
CE 的 中 点 ,求证 : 八 AGF 为 正三 角形 . 

3. 分 别 以 人 ABC 三 边 为 边 向 三 角形 外 作 正 AABZ. E. 
人 BCX、 正 人 CAY, 求 证 : 八 ABC 5 AXYZ 有 相同 的 重心 . 

4. 在 以 ABCD 分 别 为 上 、 下 底 的 等 腰 梯 形 中 ,对 角 线 
AC.BD #+O,AE | BC, #8 3 E,DF | AC, ÆR} F.R 
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(第 2 题 ) (第 3 题 ) 
G 为 47D 的 中 点 , 淄 4OB = 60° 时 , 八 EFG 具有 什么 特征 ? 
证 明 你 的 结论 (武汉 市 武昌 区 1982 年 竞赛 试题 ). 
(正三 角形 ) 
5. 以 人 ABC 的 两 边 AB、AC 为 边 向 形 和 外 作 正 方形 ABDE 
和 正方 形 ACFG, Æ BC.EG 的 中 点 分 别 为 PQ, 两 正方 形 的 
中 心 分 别 为 尺 .S, 则 四 边 形 PSQR 为 正方 形 . 
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第 二 十 章 ”英利 定理 


$20.1 定 理 


莫 利 定理 ”将 任意 三 角形 的 各 角 三 等 分 , 则 与 每 边 相 邻 
的 两 条 三 等 分 分 角 线 的 交点 构成 一 等 边 三 角形 . 

这 是 一 个 令 人 惊讶 的 结果 , 它 是 欧 氏 几何 经 过 几 千 年 的 
锤炼 之 后 , 所 能 发 现 的 为 数 极 少 的 新 定理 之 一 . S£ 2 (F. 
Morley ,1860 ~ 1937) 是 美国 著名 的 代数 几何 学 家 . 上 述 定理 
是 他 于 1904 年 给 英国 剑桥 的 一 位 朋友 的 信 中 提 到 的 ,20 年 
后 , 才 在 日 本 发 表 . 在 此 期 间 , 该 定理 再 次 被 发 现 并 作为 问题 
出 现在 《教育 时 报 》(Educational Times) E. 1924 年 英利 透露 
了 他 发 现 这 个 定理 的 过 程 . 这 位 英 裔 几何 学 家 的 最 后 50 年 是 
在 美国 度 过 的 ,但 他 没有 放弃 英国 国籍 . 莫 利 不 仅 是 第 一 流 的 
数学 家 ,而 且 棋 艺 精湛 , 曾 一 度 战胜 过 当时 的 世界 冠军 拉 斯 克 
尔 而 声誉 静 起 . 

1909 年 ,一 位 叫 纳 拉 尼 因 加 (Naraniengar) 的 数学 家 给 出 
了 这 一 问题 的 非常 吸引 人 的 证 明 ,就 初等 方法 而 言 , 这 个 证 明 
的 简易 性 ,到 现在 为 止 仍 是 首屈一指 的 . 这 个 证 明 在 1922 年 
HREJ. M. Child) 重新 发 现 . 

在 例 1.2( 月 牙 定理 ) 中 我 们 就 说 过 ,在 数学 史上 人 们 对 
用 尺 规 进行 几何 作 图 表现 出 特别 兴趣 . 用 尺 规 不 可 能 三 等 分 
任意 角 的 事实 ,使 人 们 逐渐 地 不 去 注意 涉及 角 的 三 等 分 线 问 
题 ,这 或 许 是 这 个 令 人 赏心悦目 的 定理 何以 珊 珊 来 迟 的 缘由 . 
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920.2 ”定理 的 证 明 


首先 我 们 介绍 纳 拉 尼 恩 加 证 法 . 

证 法 1 如 图 20-1. iZ 
AARC 的 ZA = 3e,ZB = 3B, 
ZC = 37, 与 BC 边 相 邻 的 两 条 三 
等 分 分 角 线 相交 于 和 ,一 有 B 和 ZC 
的 另 两 条 三 等 分 分 角 线 相交 于 S, 
则 为 人 SBC 的 内 心 ,从 而 XS 平 
分 人 BSC. 

在 SX 两 侧 分 别 作 人 SXZ = 
ZSXY = 30°,Z、Y 了 分 别 在 BS、CS 
上 , 则 ASXZ 宇和 SXY, 所 以 XZ = XY. 

又 LZXY = 60°, 所 以 AXYZ 为 等 边 三 角形 . 

下 证 AZAY 三 等 分 Z A. 

分 别 在 BACA 上 截取 BX = BX,CX” = CX, 则 

ABZX' 各 人 BZX, 从 而 ZX' = ZX 一 ZY; 同 理 有 YX' = 

ZY, 所 以 X'Z=2Y 一 YX 
R ZX'ZY = 360° — 2/BZX — 60° 

一 360° 一 2( 学 十 30°] — 60° 
= 240° — ZS 
= 240° — (180° — 28 — 27) 
= 60° + 2(8 + 7) 
= 60° + 2(60* — a) 
= 180° — 2a. 

同 理 可 证 ZYX" = 180° 一 2a, 


图 20-1 
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作 人 入 X'ZY 的 外 接 圆 O, 由 对 称 性 知 X" 也 在 @O 上 , 易 证 
Bèf /X'OZ = ZZOY = ZYOX” = 2a, 故人 X'OX’ = 6a, 
又 因为 ZA = 3a, 所 以 点 4 也 在 @O E, X3 X'Z = ZY = 
7YZ ,得 4Z AY 为 ZA 的 三 等 分 线 , 从 而 命题 得 证 . 

证 法 2 ”如 图 20-2 所 设 , 令 ZA = 3a, ZB = 3B,ZC= 
37,AY = m,AZ = n,CB = a,AB = c,AC = b. 

计算 LAZY 与 Z BZX 的 值 . À 

因为 ”3ce 十 38 十 37 一 180"， 
则 a + ñ + Y = 60°, 

a + B = 60° — 7, 
在 AAZB 中 应 用 正 弱 定理 


ja 


= sinp _ 图 20-2 
c sinla + fy 
由 此 
| _ csinp csinp 
~ sinla + P) sin(60° — 7)° 
XAT m= psiny _ 
sin(60° 一 8Y 


# A ABC 中 ,由 正弦 定理 有 


n 


b _ sin3p 
c sin37’ 


因而 
m _ sin3psinysin(60 — 7) 
n sin37Ysinpsin(60° — V 
应 用 恒等式 sn38 = 4sinfsin(60° + Asin (60° 一 8) 可 把 上 式 
简化 为 


m _ sin(60° +£) 
n sin(60" + 7)° 
下 面 证 明 Z AZY 与 ZAYZ 等 于 60" + B 560° + 7. 
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事实 上 ,因为 a 十 8 十 7== 60", 则 以 60" 十 B.60° 十 7 和 
a 为 内 角 的 三 角形 是 存在 的 , 设 这 三 角形 为 A4BC' , 则 它 夹 
和 角 为 a 两 边 之 比值 为 

sin(60° +e _ m 

sin(60° + 7) n’ 

又 因为 ZYAZ = a, 所 以 AAYZ co AA BC'. 

于 是 LAZY = 60° + B, ZAYZ = 60° +7. 

同 理 可 证 人 BZX = 60° + a, 

HX ZAZB = 180° — (a + B) = 180° — (60° — 7) 

= 120° + 7, 
而 ZYZA + ZAZB + ZBZX 
= 60° + 8 + 120° + 7 + 60° + a = 300°, 

HJ ZXZY = 60°. 

类 似 地 可 证 : XYZ = ZYXZ = 60°, 从 而 AXYZ 为 等 
边 三 角形 . 

莫 利 定理 还 有 下 面 的 逆 定 理 . 

逆 定 理 (K 20-3) 设 任意 
AABC 的 内 角 分 别 为 ay ,在 三 
角形 内 作 AZAY, 使 ~Z4B = 
ZYAC = ka; 作 BZ、BX， 使 
ZZBA = ZXBC = k,B; IE CX. 
CY, 使 人 XCB = ZYÇCA = kY, $ 图 20-3 


中 名 .如 . 铝 取 值 于 区 间 (0, 汉 ), 若 对 于 任意 人 ABC, 人 XYZ 滨 
为 正三 角形 , 则 如 — b — h = +. 
其 证 明 较 繁 ,这 里 略 去 . 
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$20.3 “定理 的 推广 


把 内 角 平 分 线 改 为 外 角 平 分 线 , 则 有 

定理 20.1 将 任意 三 角形 的 三 外 角 三 等 分 , 则 与 每 边 相 
邻 的 三 等 分 线 的 交点 构成 一 等 边 三 角形 . 

证 明 如 图 20-4, 令 
人 4BC 的 LA、LB、ALC 的 Y x 
外 角 分 别 为 3a.38、37, MI Ç 
a+ B + y = 120°, Haß, 
7 中 至 少 有 一 个 不 小 于 40°, 
不 妨 设 a > 40° , IJ 8 + 7 < Z 
80°, 即 28 + 27 < 160° 34-5 
BC 相 邻 的 两 条 三 等 分 线 交 图 20-4 
于 XX, 另 两 条 三 等 分 线 交 于 S, 则 5S 与 4 在 BC 两 侧 , 且 XS 平 
分 ZS, W 


rS = L (180° — 28 — 27) 
= Taso — (240° — 2a)) 
= a — 30°. 


EK SX E K, E SB SC 上 分 别 取 点 Z. 了 ,使 KXZ = 
ZKXY = 30°, WJ ASXZ ASXY ,所 以 XZ = XY, X. 
ZZXY = 60", 故 AXYZ 为 等 边 三 角形 . 

FHE AZAY 为 角 4 的 外 角 的 三 等 分 线 . 

W X + SB.SC 的 对 称 点 分 别 为 XX X", W XZ = 
ZX = ZY = YX", 

ZX'ZY = /X'YZ = 60 + 2ZSZX 
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= sx + 2| 30 — 4$) 
= 60° + 2(30° 一 a 十 30°) = 180° — 2a. 

同 莫 利 定理 的 证 法 1 一 样 ,X ZYX" 内 接 于 圆 , H 
X'Z.ZY、YX” 所 对 的 圆心 角 均 为 2a. 

ATRIL ZYX” 所 对 的 圆周 角 为 3x( 优 弧 是 因为 a 之 
40°), 

EMX X” 所 对 圆周 角 为 180" 一 3e = ZX' AX”, 

所 以 点 4 在 圆 上 , 故 ZZAX' = ZY AX'" = a. 

所 以 AYAZ 为 ZA 的 外 角 三 等 分 线 ,命题 得 证 . 

定理 20. 2 ”在 任意 三 角形 的 每 一 内 角 的 二 条 三 等 分 线 
与 不 相 邻 的 两 外 角 的 四 条 三 等 分 线 中 , 与 每 边 相 邻 的 两 线 的 
交点 构成 一 正三 角形 . 

证 明 仿 上 , 略 . 

1939 年 ,法 国 数学 家 勒 贝 格 (Lebesgus,1875 一 1941 年 ) 
在 一 篇 论文 中 指出 ,在 三 角形 所 有 三 等 分 线 的 交点 中 ,可 以 指 
出 27 个 点 ,它们 都 是 等 边 三 角形 的 顶点 . 


练习 与 思考 


1. 设 三 角形 的 三 个 内 角 是 3a.3B.37, 外 接 圆 半径 是 R, 
则 三 内 角 的 三 等 分 线 所 交 的 正三 角形 边 长 是 8Rsinasinñsin7. 
2. 证 明定 理 20. 2. 
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$21.1 Ë 理 . 


蝴蝶 定理 。 过 圆 中 AB ZAPA M 引 任意 两 纺 CD 和 
EF ,连结 CF 和 ED 分 别 交 4B 于 PQ, 则 PM = MQ. 

因为 该 定理 的 图 形 ( 如 图 21-1) 
象 只 谦 亡 起 舞 的 蝴蝶 , 故 因 此 而 得 
名 . 这 一 问题 最 先 出 现在 1815 年 英 
国 一 本 通俗 杂志 “男士 日 记 ” 的 问题 
征 解 栏 上 . 第 一 个 证 明 由 一 位 叫 霍 纳 
(Horner) 的 英国 人 于 同一 年 给 出 ,但 图 21-1 
十 分 繁琐 . 由 于 它 的 美丽 图 形 和 所 包含 的 深刻 意义 ,引起 人 们 
广泛 的 兴趣 . 但 在 1972 年 以 前 ,人 们 都 把 它 看 成 是 - -个 著名 
的 几何 难题 ,因为 在 这 之 前 ,所 给 出 的 证 明 都 比较 复杂 ,或 并 
非 初 等 的 . 难怪 1972 年 艾 维 斯 在 他 的 《几何 概观 》 中 写 道 “ 如 
果 限 用 高 中 几何 知识 的 话 , 这 的 确 是 一 个 棘手 的 问题 . ” 

但 是 ,1973 年 ,一 位 叫 斯 特 温 人 (Steven) 的 中 学 教师 给 出 了 
一 个 漂亮 的 初等 证 明 . 1983 年 ,中 国 科技 大 学 的 单 坪 博士 又 
给 出 了 一 个 简捷 的 解析 证 明 , 这 些 年 来 研究 者 不 乏 其 人 , 培 使 
得 这 只 翩翩 起 舞 的 蝴蝶 栖 目 不定, 变化 多 端 . 


$21.2 ”定理 的 证 明 


下 面 的 证 法 1 是 斯 特 温 给 出 的 ， 
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证 法 1 (构造 恒等式 法 ) 由 图 
21-2 知 , 有 四 对 相等 的 角 a、B.7、6， 
一 a, WA 
AcwP , SAQEM App , S AQMD — 

AQEM S APFM S AQMD S ACMP 
即 CM - CPsing _ EM + MQsin7 . 
EM » EQsinag FM + PMsin7 
FP + FMsinf , MQ + DMsind _ 
DM - DQsing PM + CMsinó ~ 
化 简 得 ”CP FP - (MQF = EQ : DQ : (PM)Y:. 
由 相交 弦 定 理 知 
CP + FP = AP + PB = (a — z)(a + >) =a — 22, 
EQ + DQ = AQ + QB = (a + y) (a — y) = a° — y. 
FUE (a2— Py = (a: yr = y, 
因为 z.y 都 大 于 零 , 上 式 仅 在 z = y 时 成 立 , 即 是 
PM = MQ. 

证 法 2 〈 反 证 法 ) 仍 采用 前 面 的 记号 ,假设 QM < PM, 
wEB > > y, WE e — e < 2 — y, Bl AP - PB < AQ * QB, 
+E CP + FP < EQ - DQ, 据 正弦 定理 有 


CP = SPM, FP = ZPM, 
sın 


sina 


1. 


EQ = ŽŽ MQ, DQ = MQ 
代入 最 后 一 个 不 等 式 就 有 PM: < MQ ,这 与 假设 PM > QM 
矛盾 , 故 不 可 能 有 PM > QM. 同 理 也 不 可 能 有 PM < QM. 
所 以 PM = MQ. 
证 法 3 (计算 法 ) 如 图 21-3, 过 点 P 作 PH | EF,PG | 
CD,H G 为 重 足 ,过 点 @@ 作 QK | CD,QL | EF,K LYE 
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足 , 其 它 同上 所 设 . 
则 有 z PG ` PH 


z _ CP +: PF _ AP + PB 
WA 


CA LC nk _ 2 — 2 
(a+ lay) æ= y” 

于 是 x = y, BI PM = QM. 

证 法 3 是 加 拿 大 的 考 克 塞 特 (Coxeter) 教授 给 出 的 . 下 面 
给 出 另 一 个 初等 证 明 . 

证 法 4 (综合 法 ) 如 图 21-4,4E E 
关于 OM 的 对 称 点 已 ,连结 PE E'M, 
EC, 则 EM = E'M. 

因为 Z5= ZA4 = X6, 

所 以 5 + LECP = ZX6 + 
ZE CP = 180°. 

WE C P.M WSHE. 从 而 人 1 = 一 2 
= 一 3. 进一步 有 

AE PM 2 AEQM, 

故 PM = QM. 

最 后 ,我 们 介绍 一 个 漂亮 的 解析 证 法 ,这 就 是 前 面 提 及 的 
原 中 国 科 技 大 学 单 增 博 士 所 给 出 的 证 明 . 

证 法 5 《解析 法 ) 如 图 21-5 建 立 坐 标 系 , 则 圆 的 方程 为 

Z + (y + m° = F°, 

直线 CD 的 方程 :y = kz, 
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图 21-4 


直线 EF 的 方程 ;y = kx. 

由 于 圆 和 两 相交 直线 组 成 的 二 次 曲 

P + (y + m)° RIHO 
kiz) (y — kır) = 0, 

令 y=0, 知 已 点 和 @ 点 的 横 坐 标 满 
足 二 次 方程 

Cu + Akik + pm — R) = 0. 
由 于 一 次 项 系数 为 零 ， 

El x = — z, 

所 以 PM = QM. 

当然 还 有 不 等 式 法 .面积 法 .三 角 法 、 极 坐标 法 等 多 种 方 
法 ,在 此 不 一 一 介绍 . 

逆 定 理 ” 设 438.CD、EF 是 交 于 一 点 放 的 贺 O 的 三 条 不 
同 的 强 ,CF、ED 交 AB 于 PQ 两 点 ,车 PM 一 QM, 则 A 以 平分 
AB. 

证 明 ”如 图 21-2 所 设 . 仍 采用 证 法 1 中 的 恒等式 ,有 


CM +: CPsina EM + MQsinY , FP FMsing . 
EM + EQsina ` FM + PMsiny ` DM - |+ DQsm 8 


MQ - DMsInó = 1. 
PM .CMsind 


得 CP: FP. MQ = EQ + DQ PMF, 
因为 ”PM = QM， 
所 以 CP -FP = EQ. DQ. 
又 因为 CP .FP = AP .PB. 
EQ + DQ = AQ : QB. 
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所 以 ”AP .PB = AQ ° QB. 
即 CAM — PM) (MB + PM) 

= (AM + MQ)(MB — MQ). 
化 简 即 得 AM = MB. 


$ 21.3 ”定理 的 引伸 与 推广 


首先 容易 想到 的 是 ,如 果 连 CE、DF 分 别 与 AB 延长 线 交 
于 Q P ,是 否 仍 有 MQ 一 MP 呢 ? 回 答 是 肯定 的 ,这 即 是 

定理 21.1 过 圆 的 4B 弦 中 点 
M 任意 引 弦 CD 和 EK, 连接 CE 和 
DF X AB 的 延长 线 于 QP, 则 ， 4 
PM=QM. 

证 明 ”如 图 21-6, 有 


SaAMBQ . 人 AMFP 。 Sauco . 
SAMFP Samog “S AMDP 


即 ME + MQ'sina ` MF + P'FsinY MC» * MQ'sing , 
MF .MPsna °` CM CQ sin? ` MP' ~ MDsin8 
DM » DP' sing 
EM + EQ sinò 


得 MQ?» PF.» DP =MP” . CQ » EQ. 

I P'M = z=,.MQ = y.AM = MB = a, 

则 依 制 线 定理 ,有 PF.PD=PA.PB=x—a， 
同 理 QC.QE=y—e, 

得 ya — 2) = zy — a). 

因 zy 均 大 于 0, 故 有 zz 一 y, 即 已 M = Q M. 
若 将 AB 移 到 圆 外 , 则 有 
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= 1. 


定理 21.2 4B 为 @O 外 一 直线 ,OM | 4B 于 M, 过 MM 

任 作 两 条 割 线 CD、EF,CFE 与 ED 分别 与 4B ZF P.Q, N 
PM = QM. 

略 证 ”如 图 21-7, 作 五 关于 OM WIERA E E E'M, 
EP.EC, 易 证 AQEM 2 APE M, 从 而 PM = QM. 

对 中 点 M 推广 ,可 得 

定理 21.3 如 图 21-8, 设 4B 是 @O 内 一 条 弦 , 过 4B 上 
一 点 放任 作 两 弦 CD、EF, 设 CF、ED 交 AB 于 PQ, 并 设 AM 


_ _ _ 1 1 _ 1 1 
=a,BM =b,PM 一 z,QM 一 》, 则 二 一 方 一 去 一 广 . 


图 21-7 21-8 
证 明 ”由 证 法 1 中 的 等 式 有 
CP + FP - MQ = EQ + DQ + PM. 
从 而 有 
(a — z)(@ + Ty = (a + y) yt, 
展开 化 简 得 
1 


a b z y’ 
显然 , 当 M 为 AB 中 点 时 ,a = b, A z = y 为 蝴蝶 定理 . 
将 弦 CD、EF 的 交点 移 至 AB 外 还 有 
定理 21.4 M HAPI AB 的 中 点 ,过 圆 内 一 点 G 引 两 
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条 弦 CD 和 EF ,分 别 交 AB F H.K ,IB8 B HM = MK, 连 结 
CF 和 ED, 分 别 交 4B 于 P.Q, 那 么 PM = MQ. 

证 明 ”如 图 21-9 所 设 ,PM = z， 
MQ = y,AM = MB = a, HM = MK 


=b, 
T CH «CPsina . 
仿 证 法 1 AEK EOsia 


EK + KQsin7 . FP + FKsing . 
PK * KFsin7Z DQ + DHsing 
HQ + HDsind =] 
HC + HPsinó . 图 21-9 
化 简 得 CP - KQ +: FP. HQ = EQ - PK - DQ - HP. 
所 以 有 CP + FP » G — P) = EQ - DQG2 — b°). 

又 CP. FP = (a — z)(a + z) = a° — z2, 

EQ ° DQ = (a + y)(a — y) = 22 y. 

所 以 (a2— 22) e 2) = (a2 — y2)(a2 — P). 

展开 化 简 得 好 (az — p) = (az — b°). 

因为 z> 0,y> o,2: — b: Z 0 

故 <= y BE PM = MQ. 

向 圆锥 曲线 推广 ,可 得 

定理 21.5 ZM 为 圆锥 曲线 [的 弦 4B 上 一 点 ,过 对 任 
RS CD、EF .过 CR 下 的 任 一 圆锥 曲线 与 4B XF P. 
Q, 设 AM = a,BM = b, MP = p, MQ =9, 则 

1 1 1 1 


证 明 ”建立 如 图 21-10 所 示 的 坐标 系 , 则 M、 召 的 坐标 分 
别 为 (a,0)(a 十 2,0); 圆 锥 曲线 ,直线 CD、EF 的 方程 分 别 
为 : 
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L: + czy +dy — la +b)r + 
ey = 0, 

CD.;y = k(x — a), 

EF; y = k(x — a). 
从 而 过 点 C .了 .五 下 的 二 次 曲线 束 方程 
为 


22 十 czZy 十 dy — (a + b)= + ey 图 21-10 
十 ACkiz — y kia) . 
(kx — y — ka) = 0. 
设 P.Q 两 点 的 横 坐标 分 别 为 Zi、szz* 则 TI、Z2 应 满足 方程 
z — (a + b)x + Aàlkizr — ka) lkix — ka) = 0. 
Ep 《1 十 Akik)? — (a +b + 2àakıkı) x + kikà = 0. 
1 1 1 1 1 1 
因此 q a—a Xa a` aSr, 
— 2a — (Xi + zz) 
a° 一 (z, + T2)G 十 XiT? 
2a a + b + 2àakikz 
_ I + Akik, 
2 a 十 b + 22k. + kikoa À 
1 + Akik: 1 + Akik 


特别 地 , 当 M 为 AB 中 点 时 有 

定理 21.6 设 M 为 圆锥 曲线 的 弦 AB 的 中 点 , 边 M 任 
作 两 弦 CD、EF, 过 C.D.E、F 的 任 一 圆锥 曲线 与 4B 交 于 P, 
Q, PM = QM. 

如 果 取 一 条 凸 闭 曲 线 的 任 一 弦 4B, 通 过 4B 的 中 点 M 任 
作 两 弦 CD 和 EF, 设 线段 ED.CF 分 别 交 AB FQP, AA 
PM = QM ,我 们 就 说 这 条 凸 闭 曲线 具有 “蝴蝶 性 质 ” 1969 
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年 , 查 克 里 恩 等 三 位 几何 学 家 还 得 出 ， 
定理 21.7 ”任何 具有 蝴蝶 性 质 的 凸 闭 曲线 必定 是 椭圆 . 
定理 的 证 明 超过 了 中 学 几何 的 范围 ,我 们 略 去 . 


练习 与 思考 


1. 设 4 有 为 OO 的 直径 , 己 在 过 4 的 切线 上 ,过 已 作 割 线 
£ @O 于 CD, 直线 BC、BD 分 别 与 PO 相交 于 EF, 则 EO 二 
OF. 

2. P.Q 在 过 圆心 0 的 直线 上 , 且 PO = OQ,it PHR 
交 贺 于 C.D, 过 QQ HFR AF A.B, AC.BD 分 别 交 PQ + 
E.F. WJ EO = OF. 

3. 设 O, 3) RRt Pp ë. P.Q 在 这 弦 所 在 直线 上 ,并 且 
PO, = O.Q,it P HIRAF C.D,it HIRATA, 
B,AC、BD 分 别 交 PQ + E.F, W EO, = OF 
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$22.1 Æ 理 


西 姆 松 定理 ”过 三 角形 外 接 圆 上 任意 一 点 作 三 边 的 垂 
线 , 则 三 垂 足 共 线 ， 

这 条 直线 习惯 地 被 称 为 该 点 关于 三 角形 的 西 姆 松 线 . 

罗伯特 . 西 姆 松 (R. Simson, 1687 — 1768 £F) 是 英国 数学 
家 . 他 在 几何 学 和 算术 方面 都 有 一 些 贡 献 ,作为 希腊 数学 的 信 
徒 ,他 曾 于 1756 年 校订 过 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》. 但 是 ,要 想 
从 他 的 著作 中 发 握 出 上 述 定理 却 是 徒劳 的 . 据 玛 开 (Machay) 
考证 , 西 姆 松 定理 实际 是 1797 年 由 瓦 拉 斯 (W + Wallace) 发 现 
的 ,但 只 因 这 种 通称 既 久 , 故 仍 沿袭 至 今 . 


$ 22.2 ”定理 的 证 明 


如 图 22-1,P 为 AABC 外 接 圆 上 
任意 一 点 ,过 P 作 BC、4AC、4B MER, 
垂 足 分 别 为 D.E、F, 连 PA、PB.、PC. 

证 法 1 因为 P.B.F.D K P. 
D.C.E 23H. 

所 以 ZPDF + ZPBF = 180°, 

又 ZPDE= ZPCE= ZPBF, 

所 以 ”ZPDF + ZPDE = 180. 图 22-1 

故 D.E.F 三 点 基线 . 
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证 法 2 因为 P.B.F.D K P.E.A.F 分别 共 圆 ， 

所 以 ZPFD = ZPBD = ZPAC = ZPFE. 

故 D,E F 三 点 共 线 . 

这 直线 叫做 点 了 关于 A ABC 的 西 姆 松 线 . 

西 姆 松 定理 的 逆 命 题 也 成 立 . 

TEE 。 若 一 点 在 三 角形 三 边 所 在 直线 上 的 射影 共 线 ， 
则 该 点 在 此 三 角形 的 外 接 圆 上 . 

证 明 ”如 图 22-1, 因 为 PDLBC、PE] AC、PF] AB,， 

所 以 P.B K P.F.A.E 分 别 共 圆 . 

X ”FD 三 点 共 线 . 

所 以 LPBC= ZPFD= ZPFE= /PAE= ZPAC. 
故 忆 .4.B,.C 四 点 共 圆 . 逆 定 理 得 证 . 


$22.3 ”定理 的 引伸 与 推广 


1. ERIE R, 
定理 22.1 过 人 4BC 外 接 圆 上 一 点 已, 向 三 边 所 在 直线 
引 斜 线 分 别 交 BC.CA.AB+T D.E.F, B. PDB = 人 PEC = 
ZPFB,WJ D. E.F 共 线 . 
证 明 ”如 图 22-2， 
因为 ”PDB = ZXPFB, 
所 以 ”BP.D、F 四 点 其 图; 
又 ZPFB= /PEA, 
HA P FAE ARE. 
所 以 ZPFD = ZPBD = 
LPBC = ZPAE = ZPFE. W F.D.E 
共 线 . 
同样 可 证 明 , 其 道 命题 也 成 立 , 
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图 22-2 


据说 此 定理 是 卡 诺 (L. N. M. Carnot ,1753 ~ 1823 年 ) 发 


现 的 , 卡 诺 是 法 国 军事 技术 家 、 政 治 家 ,他 的 《位 置 几何 学 》 和 
《 横 截 线 论 》 对 近代 综合 几何 的 基础 作 过 有 价值 的 贡献 . 以 发 
现 热 力学 第 二 定律 著称 的 卡 诺 是 其 长 子 . 


定理 22.2 ”过 人 4BC 的 三 顶点 引 互相 平行 的 三 平行 


线 ,它们 和 AABC 的 外 接 圆 的 交点 分 别 为 和 .B.C'. 在 
AABC 的 外 接 贺 上 何 取 一 点 了 P, 设 PA' .PB' .PC 与 BC.CA、 
AB 或 其 延长 线 分 别 交 于 D,E, F, N] DEF 共 线 . 


证 明 ”如 图 22-3， 

因为 LPCE = ZA', 

X 44 JBB, 

所 以 ZA = 人 BGD， 

则 ZPCE = ZBGD, 

X ZXZCBB = /CPP', 

所 以 “在 人 BGD 5 APCE 中 ， 


ZBDP = ZCEP. 

从 而 DPE C HAH. 

ZPDE = ZPCE = ZA. # AA' // DE. 

同 理 可 证 ,44' // DF. 所 以 D. E.F 共 线 . 

可 以 证 明 , 当 PA 上 BC 时 ,定理 22. 2 就 成 为 西 姆 松 定 


2. x+ ë. PR 
定理 22.3 Ü P.Q3 AABCAHEBI ESE AB CHEHE 


意 两 点 ,P 点 关于 BC.CA. AB 的 对 称 点 分 别 为 UV、W QU. 
QV .QW #Il BC.CA. AB 分 别 交 于 D.E, F, I D. E.F 共 线 . 
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证 明 ”如 图 22-4， 
因为 ZPCE=ZPBA, 
所 以 ZPCV=ZXPBW. 
又 LPCQ = ZPBQ, 
所 以 人 QCV== 人 QBW. 
从 而 有 
Saav VC:QC _ PC : QC 
Saaw WB» QB PB.» QB’ 
同 理 Saaw _ PAQA Snow _ PB + QB 
Sag PC.QC’ Sa PA :QA: 
于 是 BD CE AF _ Saaw ,SAocr , Saqaw 


DO ` EA ` FB So Sow Somy 
_ PB-QB , PC-QC _ PA: QA _ 
 PCO:QC PA.QA4A PB.-QB 
由 梅 氏 定理 的 逆 定 理 , 得 D.E. F 共 线 . 
显然 , 当 P.Q 重合 时 为 西 姆 松 定理 . 
据 传 此 定理 是 日 本 的 清宫 正 雄 于 1926 年 发 表 的 ,据说 他 
当时 只 有 16 岁 . 
定理 22.4 P. Q 为 人 ABC 外 接 加 半径 或 延长 线 上 两 
点 ,OP，OQ = R. O HIN, R HF 
径 ,P 关 于 BC.CA. AB 的 对 称 点 分 
别 为 UV.W,QUQV .QW 分 别 交 
V BC.CA.AB F D.E.F, W D.E.F 
共 线 . 
证 明 ”如 图 22-5. ë OC, 
则 OP . OQ = OC. 
X XPO = ZCOQ, 
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所 以 ”AOPC co ACCQ. 
LOCP = ~OQC. 
设 OQ 与 OO 交 于 天 , 则 
ZOKC = ZOCK. 
LOKC = ZORC + ZKCQ 
又 LOCK = ZOCP + ker zrek = ZKCQ. 
LCCP = ZCQC 
所 以 ”LOCV = 2ZOCE, 
EE /QBW = 2 人 KBA. 
又 AKCE /KBA, 
所 以 ”LQCV = ZQBW. 
所 以 waAecr _ CV + CQ -EC QC 
Saw QB .WB™ PB.QB 
S PA. S 。 
mea Sie POO Saw T PAOA 


,. BD CE AF S S SAQaw 

所 以 pO EA FB Sau So 5 5L 
Wk D.E.F H2. 

显然 , 当 P( 或 @) 在 圆周 上 时 ,此 定理 即 为 西 姆 松 定理 . 

3. 向 圆 内 接 多 边 形 推广 

为 给 出 西 姆 松 定理 向 圆 内 接 多 边 形 的 推广 ,我 们 先 给 出 
n 阶 垂 足 多 边 形 的 定义 ， 

定义 由 多 边 形 4.4:4:…4. 所 在 的 平面 上 一 点 书 ， 向 多 
边 形 的 各 边 AA AzA, t A,A EER, 设 垂 足 为 Bı, 
B、…、B,,， 则 称 多 边 形 BBB, 为 P 点 关于 多 边 形 
A,A,---.A, 的 一 阶 垂 足 多 边 形 (简称 垂 足 多 边 形 ). 

由 P 再 作 BB; B, 各 边 的 垂 线 , 设 垂 足 为 CC Co 
则 多 边 形 CiCa…Cn 称 为 点 P 关于 多 边 形 A,A... A, HNE 
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是 多 边 形 . 

… 依 此 类 推 ,可 定义 点 了 关于 多 边 形 4A,4,…A, 的 # 阶 垂 
是 多 边 形 . 

定理 22.5 设 P 与 四 边 形 AAAA 的 四 个 顶点 同 在 一 
个 圆周 上 , 则 点 了 关于 四 边 形 4,4;4,44 的 二 阶 垂 足 四 边 形 的 
四 个 顶点 在 同一 直线 上 . 

证 明 如 图 22-6, 连 A,A;, 
zk P EAA HER, EENG, H 
题 设 知 

A PRT AAAA, WP 
线 为 BBQ, 同样 ,点 已 关于 
AAAA 6883 BQB。 X 

因为 LABP= 人 AQP= s. 


Z A BP = 90°, P 
HELLE P XE AQB,B, 的 外 接 
圆 上 , 由 西 姆 松 定理 , 点 书 在 图 22-6 


人 QB1B, Z EAEE CCC, 共 线 ; 

同 理 可 证 C, .C,.C, 也 共 线 . 

故 CCa CaCa 四 点 共 线 . 

这 条 直线 叫做 点 已 关于 A,A,A;A, 的 西 姆 松 线 ， 

更 一 般 地 有 

定理 22.6 车 P 与 4 边 形 4.4:…4, 的 所 有 顶点 在 同一 
HAE, NP AXT AE 4,4:…4, 的 人 一 2) 阶 垂 足 ? 边 形 
的 二 个 顶点 共 线 . 

显然 当 ” 一 3 时 为 西 姆 松 定理 . 这 一 定理 还 可 采用 复数 方 
法 和 极 坐 标 方法 来 证 明 . 我 国安 徽 的 程 李强 ,1984 年 在 读 初 
中 时 发 现 了 它 . 并 给 出 了 = = 4.5 时 的 平面 几何 证 明 . 
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天 津 的 杨 世 明 老 师 ,借助 于 策 氏 坐标 系 ,还 把 西 姆 松 定理 
中 圆 上 的 点 向 任意 点 推广 ,得 到 

定理 22.7 设 人 4BC 三 边 的 方程 分 别 为 :wz 十 by 十 G 
=0, i= 1,2,3, 则 由 平面 上 的 任 一 点 P(z,y) 向 三 边 引 垂 线 
所 得 的 垂 足 三 角形 的 面积 

=k + |fG%,y) |. 

其 中 ,f(z,y) 是 AABC 外 接 圆 的 方程 . 

k= |atb,b,/N, + bb A: + ašbib; Ns | 

2 Ca? + bt) (aš + B) Ca + 从) 


a b, as b 
a, b, Âs = 


§ 22.4 ”定理 的 应 用 
例 22.1 i PA. PB.PC 为 @O 的 三 条 纺 , 分 别 以 它们 
为 直径 作 圆 交 于 DEF, W D、E、F 共 线 . 


证 明 ”如 图 22-7, 据 直径 所 对 的 圆周 角 为 直角 .得 PD | 
BC,PB | AC,PF | AB, 由 西 姆 松 定理 ,D、E、F 共 线 . 


a b, 


A = 


kd . 
as b, a; b; 


图 22-7 图 22-8 
例 22.2 ”如 图 22-8. 延长 四 边 形 4BCD 的 边 AB.CD 交 
于 E,AD、BC 交 于 F, 圆 BCE 与 圆 CDF 交 于 P, 则 点 了 在 4AB、 


197 


BC.CD.DA 上 的 射影 G.M、H\N IR. 

证 明 ”因为 PC、P1、PM 分 别 垂直 于 八 BC 开 的 三 边 , 故 
G.H.M H EE H.M N 也 共 线 . 故 C. 已 .M、N 共 线 . 

例 22.3 证 明 托 勒 密 定理 . 

证 明 ”如 图 22-9, 过 点 D 作 DE 
BC,DF | AC,DH | AB,E.F.H 为 垂 
E. WA FDH WAEA AD HAIN 
圆 上 ,由 正弦 定理 有 


PE = inZ BAC = sn ZHAF = H5 w 
BC + DA - 
所 以 HF = DR pp 
AB.DC n, _ AC. 
mm EF 一 人 ,EH -人 
(R H A ABC 外 接 圆 半径 ) 


HX DE AABC 外 接 圆 上 ， 
所 以 REMER EFH RRA 
EH = EF + FH. 
即 AC. BD = AB : CD + BC : DA, 为 托 勒 密 定 理 . 
当 点 DD 不 在 AABC 外 接 圆 上 时 ,有 
EF + FH > EH. 
得 AB:-CD + BC- DA> AC : DB. 
为 托 勒 密 定理 的 推广 ( 见 定理 7. 2). 


练习 与 思考 


1. 在 图 22-1 中 , 圆 上 什么 点 恰好 以 BC 为 西 姆 松 线 ? 
2. 是 否 有 点 落 在 它 自己 的 西 姆 松 线 上 ?这 是 一 些 什 么 样 
的 直线 ? 
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3. 证 明和 外接 圆 直径 两 端点 的 西 姆 松 线 互相 重 直 , 且 相 交 
在 九 点 团 上 . 

4. 设 A4BC 是 @O 的 内 接 等 边 三 角 线 ,已 是 加 上 任意 一 
点 ， 则 点 了 的 西 姆 松 线 平分 半径 OP. 
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Bot PREF 


$23.1 Ë 理 


笛 沙 格 定理 。 若 两 个 三 角形 对 应 顶点 的 连 线 共 点 , 则 其 
对 应 边 的 交点 共 线 . 

第 沙 格 (Desargues,1591 ~ 1661 年 ) 是 一 位 自学 成 才 的 
法 国 数学 家 ,是 最 具 独 创 精 神 的 著名 学 者 之 一 . 第 沙 格 先前 
当 过 陆军 军官 ,其 后 成 为 一 名 工程 师 和 建筑 师 . 他 很 重视 知识 
的 应 用 ,关心 改进 艺术 家 、 工 程 师 乃至 石匠 的 教育 和 技艺 , 曾 
专门 写 过 几何 在 泥 瓦 工 . 石 工 方面 应 用 的 书 , 还 曾 在 巴黎 免费 
给 人 们 讲课 ,他 不 赞成 为 理论 而 搞 理 论 . 

笛 沙 格 出 版 了 好 几 种 著作 ,其 中 包括 1636 年 出 版 的 有 关 
透视 学 的 书 . 最 被 人 称道 的 是 他 的 《试图 处 理 圆锥 与 平面 相交 
情况 的 计划 草案 》 笛 卡尔 和 帕斯卡 极端 推崇 这 本 书 , 可 是 它 
并 未 立刻 引起 普 毅 的 注意 ,也 许 笛 沙 格 的 主要 兴趣 在 研究 透 
视 的 应 用 . | 

笛 沙 格 导 入 了 无 穷 远 点 ,无 穷 远 线 的 概念 , 视 平行 线 在 无 
穷 远 处 相交 ,将 直线 看 成 具有 无 穷 大 半径 的 圆 . 他 的 工作 被 后 
人 称 为 几何 学 的 一 个 新 分 支 一 一 射影 几何 学 的 开端 . 


§ 23.2 ”定理 的 证 明 


先 把 笛 沙 格 定理 改 述 成 如 下 形式 ; 
设 平面 上 A4BC 与 A4BC 的 对 应 顶点 的 连 线 44 、 
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BB' .CC' 交 于 S; 对 应 边 BC 5; B'C' AC 5; A'C' AB 5 A' B' 
分 别 交 于 PQR. W| P.Q.R 共 线 . 

证 明 ”如 图 
23-1, 因 直线 
PBC' 截 ASEC, 

BP 
由 梅 民 定理 有 BE 
.CC SB _1 
CS BB `” 

同 理 ,直线 
QCA 截 ASCA, 
有 


Q4 AS ECTE 
直线 RB'A' 88 ASAB,# 
. AR BB SA _ 


RB ` BS AATE 
三 式 相 乘 ,得 
2P.CQ.4R_1 
PC ` QA ` RB 
把 AABC 看 成 梅 氏 三 角形 ,得 P.Q.R 三 点 共 线 . 
本 定理 也 可 以 用 平行 截 割 定理 法 、 解 析 法 和 矢量 法 证 明 . 
稍 沙 格 定理 的 逆 命 题 也 成 立 , 
TER 。 若 平 面 内 两 个 三 角形 对 应 边 的 交点 共 线 , 则 它 
们 对 应 顶点 的 连 线 共 点 . 
道 定理 的 证 明 留 给 读者 . 


§ 23. 3 ”定理 的 推广 


将 笛 沙 格 定理 向 三 维 空间 推广 , 即 两 个 三 角形 在 不 同 的 
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CQ AF SC _ 


两 个 平面 内 ,结论 仍然 成 立 . 

定理 23.1 在 不 同 两 平 
Hage 上 分 别 有 AABC 和 
A4BC，, 设 它们 对 应 顶点 的 
连 线 44 、BB' CC 交 于 一 点 
S, 对 应 边 BC 和 BC .CA 和 
C'A ABRAB SIT P, 
QR. J| P.Q.R 三 点 共 线 . 

证 明 因为 BB' CC ZF 
S, 因 此 它们 在 同一 平面 8 内 (图 23-2). 于 是 BC、B'C' 在 8 内 ; 
由 题 设 它 们 相交 , 设 交点 为 P, 因 为 BC € wBC € z ,所 以 其 
交点 卫 在 a 和 w 的 交 线 g E. 

同 理 , 直 线 C4 和 C 4 WZA QABA A B 的 交点 也 
EER g ERA PQR 共 线 . 

有 趣 的 是 “推广 ”的 证 明 比 原 定理 的 证 明 要 简单 得 多 . 


§ 23.4 “定理 的 应 用 


例 23.1 如 图 23-3. 已 知 R 
AD.BE.CF J AABC 的 三 条 NN; 
高 ,BC 与 EF 交 于 Q,AC 与 DF F) 仆人、 
XF R,AB 与 DE ZF 已 , 则 NUS 
P.Q.R R. š Po 
证 明 在 AARC 与 
ADEF 中 ,因为 三 对 对 应 顶点 图 23-3 


AD、BE.CF( 三 条 高 ) 交 于 一 点 ,由 笛 沙 格 定理 , 则 它们 的 对 
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应 边 的 交点 P.Q.R 共 线 . 
例 23.2 如 图 23-4(a),a.b.c.d 为 平面 内 四 条 直线 ,不 
作出 ab 的 交点 和 cd 的 交点 , 求 作 一 直线 通过 这 两 个 交点 . 


(a) (b) 
图 23-4 


解 ” 设 a.c 交 于 A,b.4d 交 于 A', 如 图 23-40(2), 过 44 上 
一 点 5S 在 44’ 一 侧 作 直线 SBB'、SCC' ,使 w 与 SBB' 分 别 交 
F B,B' ,cd 与 SCC’' 分 别 交 于 CC', 连 BC、B'C' XF P, , WJ 
HER EM Pi 与 ab 的 交点 及 c,d 的 交点 共 线 . 

同 理 可 在 AA 另 一 侧 得 P,P 也 在 a.6b 交 点 与 cd 交点 
的 连 线 上 . 

从 而 连 PP 即 为 所 求 作 的 直线 . 

运用 笛 沙 格 定理 的 逆 定 理 证 三 线 共 点 也 是 极 简便 的 . 


练习 与 思考 


1. AARC Ñ A ta 2i% BC.CA.AB + D.E.F, B. BC X 
EF 于 P,CA 交 DF 于 Q,AB 交 DE 于 R, 则 PQ.R KR. 
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2. Ea b 平行 于 梯形 ABCD 的 底 4B, 且 直线 a 与 AD 
交 于 MM, 与 AC 交 于 PP; 直 线 5 与 BD 交 于 N, 与 BC 交 于 Q, 试 
证 :MN 与 PQ 的 交点 在 梯形 一 底 上 . 

3. RER az AARC 的 三 边 AB、BC.CA( 或 其 延长 线 ) 
+f L.M.N,# W AM, BN CL X À, AA B'C Rit AA. 
BB'.CC' 三线 共 点 ， 
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第 二 十 四 章 ” 费 马 问题 


$24.1 问 题 


费 马上 问题 ”在 已 知人 4BC 所 在 平面 上 求 一 点 ,使 它 到 
三 角形 三 顶点 的 距离 之 和 为 最 小 . 

费 马 (Fermat,1601 — 1665 年 ) 是 法 国 数学 家 ,早年 学 法 
律 ,后 来 当 律师 ,是 一 位 社会 活动 家 , 还 是 都 鲁 斯 市 (他 的 家 
乡 ) 的 议员 . 但 他 酷爱 数学 , 把 全 部 业余 时 间 用 在 数学 研究 
E, 在 微 积分 、 解 析 几 何 、 概 率 论 、 数 论 等 领域 中 ,都 作出 了 开 
创 性 的 贡献 . 他 同 第 卡尔 (Descartes,1596 ~ 1650 年 ) 一 同 被 
列 为 解析 几何 的 奠基 人 ,同时 也 是 微 积分 的 先驱 者 之 一 . 微 积 
分 的 发 明 者 牛顿 (Newton ,1642 ~ 1727 年 ) 曾 坦 率 地 说 是 受 
费 马 的 启示 ,是 他 在 与 巴 斯 卡 (Pascal,1623 ~ 1662 年 ) 的 来 
往 书信 中 ,对 掷 仍 子 赌 博 等 有 关 数 学 问题 的 深入 研究 ,点 燃 了 
古典 概率 论 的 火种 ,但 费 马 贡献 最 大 的 领域 当 推 数论 . 

上 述 费 马 问题 ,是 费 马 1640 年 前 后 向 意大利 物理 学 家 托 
里 拆 里 (Torricelli ,1608 ~ 1647 年 ) 提出 的 , 托 里 拆 里 用 多 种 
方法 解决 了 它 , 其 中 包括 力学 的 方法 , 为 了 纪念 这 位 伟大 的 业 
余数 学 家 ,这 个 问题 中 所 求 的 点 被 人 们 称 为 费 马 点 . 


§ 24. 4 ”问题 的 解 


显然 所 求 点 不 可 能 在 三 角形 外 ,这 一 点 读者 可 自己 证 明 ， 
下 面 我 们 分 两 种 情况 进行 讨论 . 
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1. 三 角形 三 内 角 均 小 于 120°. 

解法 1 自 人 4BC 的 边 AB、AC 向 外 侧 作 正 三 角形 , 设 
这 两 个 正三 角形 的 外 接 圆 交 于 A4BC 内 一 点 已, 则 已 点 即 为 
所 求 . 

WEBA ”以 BC 为 边 向 外 
侧 作 正三 角形 ,由 第 十 八 章 拿 
破 仑 定理 的 证 法 2 的 推论 知 ， 
这 个 正三 角形 的 外 接 圆 过 点 
P, 目 还 有 ZAPB = ZBPC 
= ZCPA = 120°. 

过 A.B.C 三 点 分 别 作 
PAPB\PC Hj 3 2 XR 
A 人 FFG, 如 图 24-1, 则 AEFG 
为 正三 角形 , 设 其 高 为 4, 由 图 24-1 
维 维 安 尼 定理 ( 见 第 十 六 章 ) 有 PA + PB + PC = h, Æ 
A4BC 内 任 取 一 点 已 , 设 已 到 人 AEFG 三 边 的 距离 分 别 为 户 、 
h,.hs , 则 也 有 hı + hz + hs = h. 

W P'A+ P'B+ PC2>h +h + h, = h 

4 : = PA + PB + PC. 

所 以 P EAABC AAJ A. B.C = TY 
点 距离 之 和 最 小 的 点 ， 

解法 2 如 图 24-2, 以 BC 为 一 边 向 外 
侧 作 正 ABCD, 连 4D, 设 与 ABCD 的 外 
接 圆 交 于 PP, 则 了 点 即 为 所 求 . 

证 明 ”出 例 7.3, 有 PD= PB+ PC. 
E AABC 内 任 取 一 点 P ,由 定理 7.2 有 

PC.BD+DC.PB>BC.PD, 


即 P'C+ P' B> P'D. 

所 以 P'A+ P'B+ P'C2> P'A+ P'D> AD 

= PA + PB + PC. 

故 ”PP 为 所 求 之 费 马 点 . 

2. 当 有 一 角 ( 不 妨 设 为 A) > 120° 时 

如 图 24-3,Q 为 人 A4BC 内 任 一 
点 ,把 人 ABQ4 绕 4 点 旋转 ,使 AB 
旋转 到 C4 的 延长 线 上 , 得 到 
ABQA, 
因为 旋转 能 60°, Br, Q' Q< AQ. p 
故 QAT1+ CQB+ QC > QQ + 
Q'B' + CQ> CB' = CA + AB. 
等 号 当 且 仅 当 入 与 4 重合 时 成 立 ， 
所 以 这 时 所 求 点 即 为 4 点 . 


§ 24. 3 ”问题 的 引伸 与 推广 


1. 定量 的 结论 

首先 ,我 们 给 出 费 马 问题 的 一 个 定量 的 结论 ,这 即 是 

定理 24.1 AABC 三 边 分别 为 a.b、c, 面 积 为 5,P 为 其 
费 马 点 , 则 

PA+PB+PC= 1 Va 十 下 十 如 十 4V 了 S)， 


证 明 (图 24-4) 由 余弦 定理 有 - 4 


a 十 b 十 C2 。 b 
= PÆ + PB: — 2PA + PBcos120° 
C 


+ PB? + PC? — 2PB ° PCcos120 8 a 
+ PC2 + PA — 2PC + PAcos120° 图 24-4 


= 2(PÆ + PB: + PC) + (PA +: PB + PB +: PC + 
PC . PA). @ 


又 S= +PA . PBsin120° + TPg . PCsin120° 
+ +PC . PAsin120° 


49 
=PA + PB + PB + PC + PC * PA = 一 一 . © 
v 3 


又 因为 (PA 十 PB 十 PC)? = (PÆ + PE + PC) + 
2(PA » PB + PB + PC + PC ° PA). 


将 中. 代入 上 式 整 理 即 得 
PA+PB+ PC = 1 V2(@ LP q 2 L 4 38. 
2. 向 二 次 线段 推广 
在 费 马 问 题 中 ,把 一 次 线段 推广 到 二 次 线段 ,我 们 还 有 
定理 24.2 4 AABC 所 在 平面 上 的 点 已 为 人 4BC HE 
Oit, E PÆ + PB 十 PC 取 最 小 值 . 
证 明 ” 设 PGzy)、 Alti sy) BCs y2) CC£, y3) D) 


PÆ + PR + PC = > ((z — x)? + (y — yD 
= 32 — 2@, + x; + zo) 十 xz? 十 Xz? 十 xX? 十 3 
— 2( + x: + yy + x + y + ys. 

maw I =n T, x 335 Pay) 
为 AABC 重心 时 ,P4: + PE + PC 取 最 小 值 . 

更 一 般 地 ,有 

定理 24.3 A,A... A, 为 平面 上 的 个 点 , 则 当 P 
为 这 个 点 的 重心 时 ， 

PA? + PA? 十 … + PA2 
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取 最 小 值 . 

证 明 仿 上 ,读者 可 自己 给 出 . 

3. 反 向 费 马 问题 

最 后 我 们 讨论 所 谓 反 向 费 马 问题 . 即 ;在 已 知 人 4BC 内 
或 边 上 找 一 点 了 ,使 PA + PB + PC 为 最 大 . 对 这 个 问题 ,我 
们 有 一 个 更 一 般 的 结论 . 

定理 24.4 ” 凸 多 边 形 内 部 或 边 下 任 一 点 了 到 各 顶点 的 
距离 之 和 至 多 为 从 某 顶 点 到 其 它 各 顶点 的 距离 之 和 . 

证 明 略 . 


S24.4 应 用 


例 24.1 三 为 正三 角形 ABC 内 一 点 ,P 到 三 边 的 距离 为 
PD.PE.PF, 证 明 ， 

PA + PB + PC > 2(PD + PE + PF). 

证 明 ”如 图 24-5, 设 正 A4BC 
的 中 心 为 O, 则 O 〇 为 人 A4BC 的 费 马 
点 ,因此 ,对 任意 点 己 有 P4 十 PEB 十 
PC>-OA + OB + OC = 2h, 由 维 维 
安 尼 定 理 有 PD-+ PE+ PF = h, 


代入 上 式 得 
PA+PB+PC>2(PD+PE 8 P 
+ PF). 图 24-5 


例 24.2 四 个 城市 4.B.C.D 恰好 是 一 个 正方 形 的 顶 
点 ,要 造 一 个 公路 系统 ,使 得 每 两 个 城市 都 有 公路 连通 . 证 明 
最 短 的 公路 系统 并 不 是 对 角 线 AC 与 BD 构成 的 . 
证 明 ”如 图 24-6, 设 AC、BD 交 于 O,P 为 和 人 OAD 的 费 马 
点 , 则 
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PA + PD + PO < OA + OD, 
因此 PA+PD+ PO+ OB+ OC< a 


AC + BD. sZ 


即 AC. BD 不 构成 最 短 的 公路 系统 . 

其 最 短 的 公路 系统 是 什么 , 久 给 读者 “| AN 
自己 考虑 . 

例 24.3 (Weitzenbock 不 等 式 ) ia, 图 24-6 


bc 为 人 ABC EA ERA S Me HE+ eS VES. 
证 明 ”在 定理 24.1 的 证 明 中 ,我 们 得 到 
æ + b° + e = PAE + PB? 十 PC) 
+ (PA +: PB + PB + PC + PC ° PA) D 
45 
PA + PB + PB + PC + PC » PA = —. 
+ + E. @ 


X PA + PB: > 2PA + PB, PB: + PC > 2PB + PC, 
PC: + PÆ > 2PC + PA. 
所 以 2CP4 + PB: + PC) Z 2(PA + PB + PB + PC 
+ PC + PA). 
IA Q f 
a: + +e > 3(PA + PB + PB + PC + PC ° PA) 


4 
一 3. 一 -9 一 4Y34， 
v 3 


练习 与 思考 


1.Q 在 锐角 人 4BC 的 边 上 , 尸 为 费 马 点 ,证 明 : 
QA + QB + QC > PA + PB + PC. 
2. 设 玉 为 AARC th $B inab 为 三 边 , 求 证 : 
a: + > + 2 > (FA + FB + FCP. 
3. 一 个 战士 想 要 查 遍 一 个 正三 角形 区 域内 和 边界 上 所 
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有 地 雷 , 他 的 探测 器 的 有 效 度 等 于 正三 角形 高 的 一 半 , 这 个 战 
士 从 三 角形 的 一 个 顶点 开始 探测 , 问 他 御 怎 样 的 探测 路 线 才 
能 使 查 遍 整个 区 域 的 路 程 最 短 ， 
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